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[Почти шестидесятилетяяя жизнь Кеплера про- 
текала в эпоху, когда на смену схоластической науке, 
находившейся в полном подчинении богословию и 
теологической философии, возникало и пускало корни 
научное мировоззрение нового времени, основанное на 
наблюдении явлений природы, эксперименте и матема- 
тической обработке полученных отсюда данных. 

Это новое мировоззрение было мировоззрением 
нового общественного класса — буржуазии, ломавшей 
рамки старого феодального общества и вместе с ними 
уничтожавшей идеологическую надстройку феода- 
лизма — авторитарное мышление, теологические и телео- 
логические спекуляции, вербализм и мистику. Уничто- 
’ жить эти формы научного, вернее, квази- научного, мыш- 
лезия было совершенно необходимо, ибо в границах 
этих форм просто невозможны были те успехи науки, 
без которых не могло существовать буржуазное обще- 
слво; на первых порах его развития такими науками 
являлись так называемые неорганические науки: астро- 
аомия, механика, оптика, объединявшиеся в то время 
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под общим именем математики, ибо все они требо- 
вали количественного учета и строгих математических 
доказательств. 

Новые общественные классы не падают с неба и 
не возникают из ничего; они зарождаются в недрах 
старых общественных формаций. Сообразно с этим 
идеология их не сразу выливается в законченную 
форму, и история дает нам примеры самых разнооб- 
разных и причудливых сочетаний старого и нового 
мировоззрений, формирующихся в головах различных 
его представителей. Старое часто, почти всегда, 
сохраняется в некоторой степени, иногда в большей, 
иногда в меньшей, наряду с новым. В области физико- 
математических наук это положение исторически под- 
тверждается столь же ярко, как и в области филосо- 
фии, политики, эстетики и морали. 

Казалось бы, нет ничего более чуждого мистики, 
чем новая астрономия; казалось бы, нет ничего более 
чуждого телеологии,” чем новая механика, и, однако, 
сплошь и рядом у творцов и основоположников их 
мы находим и то и другое. 

В этом отношении ярким примером соединения 
несоединимых противоречий является Иоганн Кеплер. 
Он является ярким представителем своей эпохи, с ее 
причудливым переплетением социальных интересов; 
пестрой группировкой политических течений, риско- 
ванных компромиссов и ожесточенных войн, религиоз- 
ных По форме, классовых по содержанию. Осново- 
положник новой астрономии Кеплер ближе, чем кто- 
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либо из его современников, подходит к овладению 
основными законами движения светил; в области 
небесной механики он находится, так сказать, в пред- 
дверии открытия закона всемирного тяготения. В этом 
отношении он уходит гораздо дальше, чем, например, 
Галилей. И в то же время на его научных трудах 
лежит такой сильный налет мистицизма и телеологии, 
что тот же Галилей, в полном согласии с духом новой 
науки, должен был отвергать кеплеровы фантастиче: 
ские построения (правда, вместе с ними он отвергал 
и некоторые положительные достижения). И это про- 
исходило именно потому, что у Кеплера элементы 
старого и нового были сплетены в грандиозный клубок, 
и нелегко было современнику этот клубок распутать. 
Иоганн Кеплер родился 27 декабря 1571 года в 
местечке Магсштадт, близ городка Вейля, в герцог- 
стве Вюртемберг. Он происходил из обедневшей 
дворянской семьи, обедневшей настолько, что средства 
к жизни родители Кеплера добывали мелкой торгов- 
лей. Вюртемберг принадлежал к числу тех германских 
областей, которые отпали от католичества и где господ- 
ствовало лютеранство. Кеплер был воспитан в духе 
протестантизма и в эту эпоху религиозной нетерпи- 
мости оставался преданным аугсбургскому исповеда- 
нию, хотя переход в католичество неоднократно мог 
бы способствовать улучшению условий его жизни, 
‚далеко не богатой материальными успехами. 
Пятнадцати лет Кеплер поступил в духовную 
ёеминарию при Маульбрунском монастыре, откуда через 
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три года перешел в духовную академию в Тю- 
бингене. По окончании академии Кеплер должен был 
стать священником, и, повидимому, эта карьера ему 
улыбалась. Но Кеплер был слишком религиозным 
человеком, чтобы духовная карьера оказалась ему по 
плечу. Не исполнилось еще и ста лет со времени 
возникновения лютеранства, возникшего под лозунгом 
борьбы с религиозным догматизмом, как логика раз- 
.вития всякой религии привела лютеранство к созданию 
своей догмы. Кеплер, настроенный, как мы сказали, 
очень религиозно, но стремившийся к построению 
стройной системы взглядов, в которой рассудочные 
доводы не отвергались бы простым „стефо, аша аБзи!- 
ит ез3{“ („верю, потому что это нелепо“), должен 
был, конечно, столкнуться с церковным догматизмом 
своих учителей и скоро попал на плохой счет в акаде- 
мии. Когда ему стало ясно, что духовная карьера его 
не может быть удачной, он решил переменить специаль- 
ность и вместо богословия избрал специальностью 
астрономию. 

В Тюбингенской академии астрономия изучалась, 
наряду с другими светскими дисциплинами, как под- 
собная наука, с основами которой должен быть знаком 
богослов. Но благодаря тому, что преподаватель этой 
дисциплины, Местлин, был человеком широкообразо- 
ванным, Кеплер имел возможность уже в академии 
заинтересоваться астрономией и математикой и под 
руководством Местлина сделал в них большие 
успехи. 
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В 1593 году Кеплер окончил академию и получил 
должность „профессора математики и морали“ в городе 
Граце в Штирии. Вскоре Кеплер получил там же 
кафедру астрономии. 

Штирия была не протестантской, а католической 
областью, но вэти годы к протестантам там относились 
терпимо, так что препятствий к допущению Кеплера 
со стороны властей не было. | 

Материальные условия в жизни „Кеплера в этот 
период, как, впрочем, и позднее, до самой его смерти, 
были довольно тяжелы. Занимаемая им должность не 
могла его прокормить, и он, как и многие другие астро- 
номы того времени, приобретал средства к существова- 
нию выпуском календарей, находивших себе распро- 
странение главным образом из-за предсказаний всякого 
рода, дававшихся на каждый день, и составлением 
гороскопов, г. е. предсказаний судьбы на основании 
расположения светил на небе. Нужно сейчас же огово- 
риться, что, несмотря на мистические элементы миро- 
воззрения Кеплера, о которых мы уже говорили и о 
которых мы еще будем говорить подробнее, сам Кеплер 
не придавал никакого значения этим предсказаниям. 
Составляя их, он мирился с печальной необходимо- 
стью находить себе пропитание этим путем, который 
представлялся ему менее предосудительным, чем дру- 
гие виды приобретения денег. „Лучше издавать 
альманахи с предсказаниями, — пишет Кеплер, — чем 
просить милостыню“. „Астрология — дочь астроно- 
мии, хотя и незаконная, и разве не естественно, 
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чтобы дочь кормила свою мать, которая иначе мог- 
ла бы умереть с голоду?“ 

В течение семи лет, проведенных Кеплером в 
Граце, весь свой досуг Кеплер посвящает углублен- 
ному изучению ‘законов природы, особенно законов 
строения вселенной. Еще в Тюбингене, вероятно, под 
влиянием Местлина, Кеплер познакомился с книгой 
Коперника „Об обращениях небесных кругов“ и стал 
сторонником гелиоцентрического учения. Хотя это 
учение разбивало те представления о мире, которые 
проповедывала церковь, но в умах творцов его, бла- 
годаря тем историческим связям, которые, как выше 
было отмечено, являют картину сложных и пестрых 
сочетаний старого и нового, коперниканское учение 
укладывалось в рамки религиозного сознания. Лишь 
У немногих людей, как Джордано Бруно, проповедь 
коперниканства связывалась с протестом, если не 
против религии вообще (Бруно, конечно, не был 
атеистом), то нротив традиционных религиозных уста- 
новлений. Другие, подобно Галилею, может быть, и 
чувствовавшие разрыв между религиозно-догматическим 
и научным мировоззрением, стремились к созданию 
компромисса, сознательно или бессознательно содей- 
ствуя сохранению ‘авторитета церкви, как орудия 
эксплоатации в руках правящих классов *. 

У Кеплера же коперниканское учение, ярым при- 
верженцем которого он оставался всю свою жизнь, не 


* Об этом подробнее см. мою работу „Галилей 
и инквизиция“, ГТТИ, 1934. 
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только не вступало в противоречие с его религиозным 
сознанием, но даже черпало оттуда’ источник новых 
построений. Неудача их не нарушала уверенности 
Кеплера в существовании мудрого божьего промысла; 
она свидетельствовала для него лишь о том, чтс его 
попытка проникнуть в тайны творения пока не увен- 
чалась успехом. Свои гипотезы Кеплер создает, исходя 
из стремления проникнуть в мудрые промыслы божии; 
устройство вселенной он хочет разгадать через позна- 
ние планов творения мира. И если Кеплеру кажется, 
что данный план наиболее отвечает премудрости созда- 
теля, то он кладет его в основу своих построений. 
Коперникова система представляется Кеплеру именно 
таким планом. 

Наряду с этим Кеплер, в соответствии с духом 
новой науки, в наблюдении, опыте и их математиче- 
ской обработке видит источник научного знания. 

Такое чудовищное для нас сочетание научных и 
религиозных идей примиряется у Кеплера следующим 
образом. Мистическими спекуляциями по поводу путей 
господнего творчества Кеплер оправдывает возникшую 
у него картину мира. Затем тщательно и пристально, 
иногда годами, он проверяет следствия своей гипотезы, 
наблюдением и опытом старается подтвердить ее 
правильность. И, если она не подтверждается, он 
отказывается от нее с тем, чтобы ревностно приняться 
за создание новой картины. 

В этой своеобразной мозаике научные и религиоз- 
ные мотивы переплетены еще теснее, чем это представ- 


14 М. Я. Выгодский 


лено нами схематично, и потому-то даже современ- 
никам Кеплера не легко было выделить рациональное 
зерно из многих его построений, облеченных в одежды 
мистических формул. Так, например, в противополож- 
ность неправильной теории приливов Галилея, Кеплер 
высказал гениальную мысль о том, что приливы обу- 
словливаются взаимопритяжением Луны и Земли, но 
форма, в которой это утверждение было высказано, 
заставила Галилея отбросить самую мысль о возмож- 
ности воздействия Луны на явления, происходящие 
на Земле. 

Плодом этого экзальтированного творчества яви- 
лась работа Кеплера „РгоЧготоз$ 415зеНаНопит созио- 
отарёсит зеи Му\феНиш созтоотарсит“ („Новые 
космографические исследования или космографическая 
тайна“), написанная Кеплером во время пребывания 
его в Граце в 1597 году. В предисловии к этому сочи- 
нению Кеплер приходит в восторг при мысли о том, 
что ему удалось открыть планы творца, проникнуть 
в его мысли. Эти раскрытые Кеплером планы разви- 
вали коперникову теорию и сообщали этой теории в гла- 
зах Кеплера непоколебимую достоверность. В чем же 
состояла открытая Кеплером космографическая тайна? 

Изучая взаимные расстояния Солнца и планет, 
Кеплер искал закона, связывающего эти расстояния. 
Вот гипотеза, которую он выставил и которая, как ему 
казалось, вполне соответствовала действительности. 

Так как бог творил вселенную мудро, то он 
должен был использовать наиболее совершенные геоме- 
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трические образы, а таковыми являются сфера и пять 
правильных многогранников; с этими телами и. должно 
быть связано устройство мира. 

Кеплер мыслит себе это устройство так: в центре 
вселенной находится Солнце; ближайшая к нему пла- 
нета — Меркурий. Опишем сферу с центром в Солнце 
и радиусом, равным расстоянию от Солнца до Мерку- 
рия; вокруг этой сферы опишем правильный восьми- 
гранник, а около восьмигранника сферу № 2; тогда 
радиус этой сферы будет расстоянием от Солнца 
‘до следующей планеты — Венеры. Продолжая таким 
же образом, но пользуясь последовательно правиль- 
ными 20-, 12-, 4- и 6б-гранниками, мы получим рас- 
стояния Земли, Марса, Юпитера и Сатурна * как длины 
радиусов соответствующих многогранников. Для Кеп- 
лера это построение полностью подтверждает систему 
Коперника, ибо только при гелиоцентрической системе 
этот замечательный закон верен. Если в центре мира 
поставить Землю, то такой стройной системы, до- 
стойной премудрости божией, не получится. Более того, 
эта система давала Кеплеру ответ на вопрос, почему 
число планет именно шесть,`а не какое-либо другое. 
Устройство вселенной, таким образом, приобретало 
необходимый характер, лишаясь элемента случайности. 
Опытные данные, как казалось Кеплеру, вполне 
подтверждали установленную закономерность. 


* Кроме этих планет, другие в то время не были 
известны. 
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На этом примере мы можем конкретно видеть, 
как переплетаются научные и телеологические элементы 
в мировоззрении Кеплера. Искание закона, установле- 
ние необходимых связей, математическая формулирозка 
законов, опытная их проверка — все это от науки. 
Телеологическое обоснование, поиски творческого акта 
божества, числовые спекуляции пифагорейско-платони- 
ческого характера * — это от религиозной мистики. 

Впоследствии Кеплер убедился в том, что еТо 
построения не отвечают действительности, и в поздней- 
ших работах дал доказательство гениальной своей 
способности к научной индукции и проверке гипотез 
путем наблюдений. Однако и отказавшись от выводов 
своей первой работы, он не отказался от „методов“, 
которым в ней следовал; напротив, и в дальнейшем 
он широко ими пользуется. 

В 1598 году терпимое отношение к протестантам 
в Штирии сменилось религиозными притеснениями, 
завершившимися изгнанием протестантов за пределы 
области. Кеплеру было предложено сохранить дол- 
жность при условии перемены им религии, но он с не- 
годованием отверг это предложение. После двухлетних 
странствований с семьей (Кеплер женился в 1597 году 
на вдове, имевшей ребенка от первого мужа) Кеп- 
лер поступил на службу к Тихо Браге (1546-1601), 
знаменитому уже в то время астроному, который вы- 


* См. мою работу „Платон как математик“, „Вестник 
Комакадемии“ № 16, 1926. 
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нужден был оставить свою родину Данию и сделался 
„императорским астрономом“. 

По целому ряду причин, между прочим и благо- 
даря разногласиям по вопросу об учении Коперника, 
которое, как известно, Браге отвергал, личные отно* 
шения Кеплера с Браге были не очень хорошими. 
Тем не менее Браге очень ценил таланты своего мо- 
лодого ученика, а Кеплер получил большую пользу, 
пройдя школу Браге, первого астронома этой эпохи, 
великого мастера наблюдений и вычислений. 

Лишь два года пробыл Кеплер на службе у Браге, 
В 1601 году последний умер, и Кеплер был назначен 
на должность императорского астронома, занимавшу- 
юся до того Браге. В руки Кеплера перешли дневники 
наблюдений Браге. Эти дневники Кеплер подверг 
тщательному изучению. Они дали ему материал для 
изучения законов движения планет и на основе этого 
магериала он получил возможность убедиться прежде 
всего в том, что его догадки о „гармонии мира“ не 
стояли в соответствии с действительностью. Но они же 
дали ему возможность установить истинные законо“ 
мерности в движении планет. 

Не легко и не просто было из сырого материала 
наблюдений построить те законы, которые и поныне 
известны каждому школьнику под именем законов 
Кеплера. Восемь лет неустанной работы прошло, пока 
Кеплер установил первые два свои закона. Они были 
открыты им на основании данных, относящихся к 
движению Марса. Эти данные показали Кеплеру 


2 Стереометрия бочек. 
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прежде всего, что расстояние Марса до Солнца не 
остается неизменным. Но представление о круговых 
орбитах планет казалось Кеплеру таким непреложным, 
что долгое время он старался найти решение задачи, 
сохраняя круговую форму орбиты, но помещая Солнце 
вне центра этого круга. Неудачи этих попыток при- 
вели его сначала к мысли, что орбита Марса имеет 
форму яйцеобразного овала, и лишь затем Кеплер 
пришел к мысли, что орбита Марса — эллипс. Но и 
здесь ждала его неудача, ибо Кеплер вначале пытался 
поместить Солнце в центре эллиптической орбиты. 
Наконец, ему пришла идея, что Солнце расположено 
не в центре, а в фокусе эллипса, описываемого Мар- 
сом, и эта идея подтвердилась данными наблюдения. 
Так был открыт первый закон Кеплера. 

Следующей задачей Кеплера было определить 
закон движения Марса по его орбите. Здесь долгие 
искания привели Кеплера к открытию второго закона: 
площади, описываемые при движении Марса радиусом- 
вектором, соединяющим Марс и Солнце, пролорцио- 
нальны времени. Результаты эти и подробное описа- 
ние хода своих работ Кеплер изложил в своей 
вышедшей в 1609 году в Праге работе „Аз#опопиа 
поуа“ („Новая астрономия“). 

Эта работа Кеплера также не лишена мистиче- 
ского элемента, но мистика своеобразно сочетается 
у Кеплера с научными построениями: она служит Кеп. 
леру суррогатом физической закономерности там, где 
данные наблюдения и опыта еще недостаточны для 
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строго научного установления закономерности. Таким 
образом старая, отжившая форма мышления, ниспро- 
вержению которой объективно содействовали работы 
Кеплера, сочетается у Кеплера с новыми научными 
методами, одним из основоположников которых он 
является. Субъективно она дает ему рамки для про- 
явления смелой фантазии, для облечения в художе- 
ственно-убедительную форму гениальных предчувство- 
ваний. Эта смелость полета мысли, эта дерзновенность 
творческого предвидения, вероятно, и была причиной 
того, что Маркс на вопрос о том, кто его любимые 
герои, ответил: Спартак и Кеплер. 

„Новая астрономия“ Кеплера — это поистине ги- 
гантское произведение человеческой мысли, являющееся 
монументальным памятником начала новой эпохи, и если 
бы вообще возможно было устанавливать фиксиро- 
ванные даты начала новой эпохи, то такой датой с пол- 
ным правом может считаться выход в свет этой книги. 

Здесь мы не будем давать более подробного раз- 
бора „Новой астрономии“; в ближайшее время чита- 
тель сможет ознакомиться с этим произведением в 
русском пёреводе, а вступительная статья к нему 
должна будет дать и более подробную его оценку. 

Астрономические работы стояли всегда в центре 
внимания Кеплера, и в этом отношении он является 
выразителем научных инте;есов эпохи, ибо в начале 
ХУП века астрономические проблемы были централь- 
ными научными проблемами, в соответствии с требо- 
ваниями, предъявлявшимися важнейшей в экономиче- 
2% 
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ском отношении техникой — техникой мореплавания. 
Именно, развитие дальнего мореплавания ставило задачу 
составления точных карт и определения координат 
точки земной поверхности, а то и другое опиралось на 
астрономические расчеты. Вот почему проблемы небес- 
ной механики имеют в эту эпоху не меныную важность, 
чем проблемы общей механики. Вот почему продол- 
жатель дела Кеплера — Ньютон свои законы механики 
неразрывно связал с изучением небесной механики. 

Итак, астрономические работы Кеплера были 
главным делом его жизни. Но это не значит, что он 
замкнулся в узком кругу астрономических проблем. 
Напротив, именно они заставили его выдвинуть и 
разрешить ряд вопросов смежных наук; и в этом 
отношении он является ярким представителем ‘той 
эпохи, в которую многочисленные проблемы астроно- 
мии, механики и математики ставились и разрешались 
в тесной взаимной связи. 

При обработке астрономических наблюдений Браге 
Кеплер должен был добиваться максимального устра- 
нения ошибок наблюдений. Одним из важных источ- 
ников неточности данных Браге являлось влияние пре- 
ломления лучей в земной атмосфере, и Кеплер парал- 
лельно со своей основной работой занялся изучением 
оптических явлений. В 1604 году вышла его книга 
по оптике „Рагайоотепа аа УЦеШопет“ — „Допол- 
нения к Вителлию“. В 1611 году, два года спустя после 
„Новой астрономии“, Кеплер выпускает „Диоптрику“, 
посвященную исследованию свойств оптических стекол, 


Иоганн КЕПЛЕР И ЕГО НАУЧНАЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ 21 


В этом сочинении Кеплер дает теорию зрительной 
трубы, на изобретение которой претендовал Галилей 
и которая, во всяком случае, на год раньше Галилея 
была сконструирована голландским мастером оптиче- 
ских стекол Липпершеем (в 1608 году). „Галилеева 
труба“ была прототипом нашего бинокля и состояла 
из комбинации двояковыпуклого и двояковогнутого 
стекла. В „Диоптрике“ Кеплер описывает также устрой- 
ство новой изобретенной им трубы, состоящей из 
двух двояковыпуклых стекол. Эта труба, дающая 
неревернутое изображение объекта, и поныне име- 
нуется трубой Кеплера — один из редких случаев, 
когда научное открытие связывается с именем его 
действительного автора. Не нужно распространяться 
о том, какое огромное значение имела зрительная 
труба Кеплера — предок современных телескопов — 
для астрономических измерений и наблюдений. 

С астрономическими работами Кеплера тесно свя- 
заны и его математические занятия. Кеплер был пре- 
красным. вычислителем и немало способствовал разви- 
тию вычислительной техники. Новые наблюдения 
вносили значительные изменения в старые данные и, 
кроме того, давали результаты с гораздо большей 
степейью точности. Так, уже угломерные измерения 
Браге были произведены с точностыо до половины 
минуты. Естественно, что прекзасные для своего вре- 
мени таблицы Птоломея, в которых угол измерялся 
с точностью только до половины или, в лучшем слу- 
чае, четверти градуса, а также и позднейшие таблицы 
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Региомонтана, Ретика и других астрономов нового 
времени, сравнительно немного уточнявших данные 
Птоломея, нужно было пересоставлять. Тригонометри- 
ческие таблицы также нужно было перевычислить 
вследствие необходимости нахождения более точных 
значений тригонометрических величин. Все это тре- 
бовало выработки сокращенных вычислительных при- 
емов, с одной стороны, обеспечивающих получение 
той степени точности, которая обеспечивалась точно- 
стью исходных данных, и, с другой стороны, устра- 
няющих ненужные выкладки, не влияющие на досто- 
верные цифры результата. Этими приемами Кеплер 
мастерски овладел, и выпущенные им в 1627 году 
„Рудольфовы таблицы“ (названные так в честь импера- 
тора Рудольфа) явились результатом огромной работы, 
которую он смог проделать в сравнительно короткий 
срок именно потому, что широко применял эти приемы. 

Неудивительно, что Кеплер был одним из первых 
математиков, оценивших все значение логарифмиче- 
ских таблиц, выпущенных Непером в 1614 году. 
Кеплер самостоятельно построил теорию логарифми- 
ческих вычислений (Непер опубликовал ее значительно 
позднее, в 1619 году) и в 1622 году составил свою 
логарифмическую таблицу, которая удобнее построена; 
чем таблица Непера; расположение материала в ней 
приближается к общепринятому в наше время. Инте- 
ресно отметить, что целый год понадобился Кеплеру, 
чтобы получить возможность напечатать эти таблицы, 
и лишь в 1624 году они появились в свет, 
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В приближенных вычислениях чрезвычайно боль- 
шую роль играет умение правильно пренебрегать; 
нужно знать, какую величину можно, а какую нельзя 
отбросить в вычислении. Долгое упражнение выраба- 
тывает в вычислителе особое чутье, позволяющее 
быстро ориентироваться в вопросах этого рода. 

Это чутье было в высшей степени развито у Кеп- 
лера, и оно сослужило ему большую службу при .раз- 
работке им новой математической области, в которую 
он вступил одним из первых и, во всяком случае, 
в которую он сделал первый крупный новый вклад. 
Мы говорим о методе бесконечно-малых. 

Уже в первых своих астрономических работах 
Кеплер столкнулся с необходимостью вычисления пло- 
щадей таких фигур, как овал и эллипс. Вспомним, 
что второй закон Кеплера имеет дело с площадью 
эллиптического сектора, имеющего вершину в фокусе 
эллипса. Такие площади не были известны, и для 
нахождения их средств элементарной геометрии не 
было достаточно. Мы пользуемся теперь для решения 
подобных задач исчислением бесконечно-малых, а ведь 
в начале ХУП века его еще не существовало. Его 
нужно ‘было создать, ибо не только задача измерения 
площадей, но и ряд других — например задача об опре- 
делении центра тяжести, момента инерции, вычисле- 
ния пути движущегося тела — настоятельно требовали 
своего решения. 

Кеплер берется и за задачи этого рода; он обоб- 
щает их, систематизирует, отвлекает от частных осо- 
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бенностей, определяемых сюжетом вопроса, и впервые 
создает если еще не исчисление, то метод бесконечно- 
малых *. Рассуждениями, основанными на пользовании 
бесконечно малыми величинами — мы будем их назы- 
вать инфинитезимальными, — Кеплер пользуется уже в 
„Новой астрономии“, но систематическое изложение 
новых своих идей он дает в „Стереометрии австрий- 
ских бочек“, которая в этой книге и предлагается 
внимапию читателя. „Стереометрия бочек“ написана 
по случайному поводу, о котором Кеплер рассказывает 
в предисловии, — по поводу наблюдения, сделанного 
Кеплером над способами измерения объема бочек на 
верхнем Рейне; наблюдение это было сделано в связи 
с закупками вина для угощения гостей, приглашенных 
Кеплером на торжество бракосочетания со своей вто- 
рой супругой. Рассказ об этой свадьбе фигурирует 
во многих историях естествознания (которые обычно 
охотно украшаются подобными курьезными случаями), 
и я встречал немало людей, которые склонны были 
считать этот рассказ басией и выдумкой буржуазных 
историков. Но бывает, что правда похожа на выдумку, 
как бывает и выдумка похожа на правду (и в истории 
естествознания такие случаи не редкн). 

Нет никаких оснований сомневаться в данном 
случае, что глубокомысленная работа Кеплера имела 
поводом легкомысленное происшествие: Кеплер отнюдь 


* О различии между этими двумя понятиями будет 
сказано ниже, 
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не был черствым сухарем и был достаточно одарен 
фантазией. Но, разумеется, смешно было бы думать, 
что работа Кеплера имела обстоятельства его семейной 
жизни своей причиной. Как мы показали выше, раз- 
работка Кеплером метода бесконечно-малых началась 
значительно раньше и имела своим стимулом гораздо 
более глубокие причины. И, конечно, если бы не 
свадьба Кеплера, то результаты, им полученные, были 
бы изложены им по другому поводу и в другое время. 

На исторических предпосылках создания тех мето- 
дов, основы которых Кеплером заложены в „Стереомет- 
рии бочек“, на значении этих методов для дальнейшего 
развития науки и на оценке их современниками мы дол- 
жны будем остановиться более подробно, но именно по- 
этому мы сейчас оставим пока эти вопросы в стороне, 
чтобы вернуться к ним в конце этой статьи. Теперь 
же мы закончим рассказ о жизненном пути Кеплера. 

Должность императорского астронома должна 
была давать Кеплеру достаточный доход, если бы 
жалованье, ему назначенное (1500 флоринов в год), 
выплачивалось ему @ксльъко-нибудь аккуратно. Но 
скудные средства императорской казны расходовались 
на статьи, представлявшиеся имперским властям более 
первоочередными, чем содержание придворного уче“ 
ного, которому предоставлялась полная возможность 
питаться, как он умеет. Вот почему тяжелая куж ‘а 
всегда стучалась в ворота Кеплера. Вот почему он 
должен был всю свою жизнь составлять горосксп ', 
календари и альманахи, 
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В 1610 году умерла первая жена Кеплера, о, 
которой Кеплер имел троих детей. Двое из них, 
трехлетний сын и восьмилетняя дочь, остались на по- 
печении отца; третий, сын, умер незадолго до смерти 
матери. Чтобы получить более обеспеченный доход, 
Кеплер оставил резиденцию императора Прагу и пе- 
реселился в Линц, где он получил место школьного 
учителя математики. Здесь он вторично женился в 
1613 году. „Господь благословил этот брак“, и от 
второй жены Кеплер имел восьмерых детей. Через два 
года после второй женитьбы Кеплер получил очень 
неприятные известия от членов своей семьи: мать 
Кеплера `бы"а обвинена в колдовстве.и против нее 
был возбужден процесс, грозивший ей сожжением на 
костре. Действительно, Екатерина Кеплер — так звали 
мать великого ученого — была заключена в тюрьму 
в Леонберге. Через год ее, однако, выпустили, и она 
переехала в Линц к сыну Иоганну вместе с другим 
сыном своим Христофором — братом астронома, — 
оловянных дел мастером. 

Легко представить себе, что заботы Кеплера при 
этом значительно умножались, но еще больше забот 
принес ему дальнейший ход дела его матери. Несмо- 
тря на настойчивые протесты Иоганна, мать его снова 
посадили в тюрьму, судили и приговорили к смерт- 
ной казни „без пролития крови“, т. е. к сожжению. 
Процесс тянулся пять лет. Кеплер зупотреблял все 
усилия, чтобы спасти мать от смерти. Он засы- 
пал письмами влиятельных лиц, ему покровительство- 
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вавших, ездил в Регенсбург хлопотать за мать пе- 
ред имперскими властями. Наконец, в 1620 году он 
добился ее освобождения. Возвратившись в Линц, он 
был встречен крайне недоброжелательно местными 
заправилами, которые сторонились сына ведьмы и 
подвергали его всяческим оскорблениям. Это заста- 
вило Кеплера покинуть Линц. В продолжение восьми 
лет он скитается по разным германским городам, ища 
себе пристанища. Семья его оставалась все это время 
в Линце. В это время Кеплер получал ряд почетных 
приглашений —в Англию и в Италию. Однако Кеплер 
их не принял, надеясь устроиться у себя на родине. 
Но до самой смерти он не мог создать себе сколько- 
нибудь прочных и спокойных условий жизни. Герма- 
ния раздиралась тридцатилетней войной, разорявшей 
страну и доведшей ее до полного изнеможения. Фео- 
дальные князья, никогда не уделявшие науке и уче- 
ным серьезного внимания, в этот момент меньше 
всего склонны были заниматься судьбой какого-то 
астролога, и Кеплер, достигший в 1621 году пятиде- 
сятилетнего возраста, был так же необеспечен, как и 
в своей молодости, несмотря на свои научные заслуги, 
несмотря на покрывавшую его имя мировую славу. 

Слава эта увенчалась к этому времени новым 
открытием Кеплера: в 1619 году в книге „Нагтопсе 
типа!“ („Мировая гармония“) Кеплер опубликовал 
третий из законов, носящих и ныне его имя (первые 
два, как мы помним, были опубликованы в 1609 году 
в „Новой астрономии“). „Мировая гармония“, как 
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и прежние работы Кеплера, наряду с замечательными 
мыслями, содержащимися в ней и вошедшими в арсе- 
нал новой науки, наполнена мистикой. Безудержная 
фантазия и стремление к обобщениям, искание боже- 
ственной гармонии и тайного смысла в числах, харак- 
теризующих явления природы, приводят Кеплера к 
совершенно правильным построениям; руководясь часто 
поэтическими и эстетическими, а не геометрическими 
и физическими основаниями, Кеплер наполняет свой 
труд пророчествами и прорицаниями, далеко выходя- 
щими за пределы мира астрономических и физических 
явлений. Мы упоминаем об этом еще раз для того, 
чтобы позднее обратить внимание на аналогичные 
черты его работ чисто математического характера, 
черты, характерные для индивидуальности Кеплера. 
Игнорирование этих черт лишило бы нас возможности 
отделить и в математическом творчестве Кеплера то; 
что составляет особенность его личности, от того, 
что характерно для науки новой эпохи. 

Несмотря на обрисованные выше тяжелые усло- 
вия, в которых приходилось работать Кеплеру, уди- 
вительная трудоспособность этого гениального человека 
позволила ему выпустить при жизни 45 печатных 
трудов. Собрание сочинений Кеплера, опубликован- 
чое Фришем в 1858—1871 годах и включающее 
многие из неизданных при жизни Кеплера трудов, со- 
ставляет восемь больших томов. Заметим, кстати, что 
значительная часть рукописей Кеплера принадлежит 
сейчас Советскому союзу и хранится в Пулковской 


Иоганн КЕПЛЕР И ЕГб НАУЧНАЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ 99 


обсерватории. Они были приобретены Академией наук 
еще в 1775 году. 

После восьмилетних странствований Кеплера в 
тщетных стараниях найти себе обеспеченный заработок 
или Получить причитавшееся ему жалованье импера- 
торского астронома, казалось, он мог считать свое 
дело устроенным. Валленштейн, организатор и пред- 
водитель наемных армий, сражавщихся на полях Гер- 
мании под знаменем императора и католической церкви, 
потребовал от императора Фердинанда, чтобы тот 
сделал его владетельным князем. Император предоста- 
вил ему в 1528 году во владение Мекленбургское 
герцогство, поставив при этом ряд условий, в числе 
которых новоиспеченному герцогу было вменено в 
обязанность выплатить из доходов герцогства ряд 
императорских долгов, в том числе и долг Кеплеру. 

Не нужно, однако, забывать, что в это время 
трудно было ответить на вопрос,’ кто кому фактически 
подчинен: Валленштейн императору или император 
Валленштейну. Всесильного кондотьера поэтому никак 
нельзя было заставить выполнить предписание импера- 
тора. Кеплер занимался поэтому и у Валленштейна 
составлением гороскопов, на этот раз уже для самого 
Валленштейна. Но кеплеровские гороскопы не приш- 
лись по вкусу его хозяину. Кеплер был отстранен от 
двора Валленштейна и возвратился в Линц. Отсюда 
он вновь обращался к имперским властям в Регенс- 
бурге с требованиями об уплате жалованья и не- 
сколько раз совершал сам поездчи в - Регенсбург, 
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Последнее его путешествие состоялось осенью 1680 го- 
да; Кеплеру было уже почти 59 лет; его здоровье, 
которым он никогда не мог особенно похвалиться, 
было надломлено долгими годами жизненной неуря- 
дицы и путешествий. По дороге в Регенсбург Кеплер 
заболел и черзз несколько дней по прибытии в Регенс- 
бург умер. Семья его — жена и четверо малолетних 
детей не получили и после смерти Кеплера ни гроша 
из причитавшегося ему жалованья; за всю свою три- 
дцатилетнюю службу Кеплер получил лишь тысячу 
флоринов, т. е. восьмимесячный оклад. 

Памяти Кеплера было оказано так же мало вни- 
мания, как и ему самому при жизни. На месте его 
погребения была положена простая каменная плита, 
и неизвестно даже, написали ли на ней сочиненную 
себе самим Кеплером латинскую эпитафию: 


Мепзи$ егат сое!0$ пипс {1епае шеНог итЪгаз; 
Мепз сое1ез{1$ ега{; со`рой$ ишЬга уасеь 


В переводе на русский язык, да. простит мне 
читатель эту поэтическую попытку, эти простые 
и гордые слова могли бы звучать: 


Я небеса измерял; ныне тени земли измеряю. 
Дух на небе мой жил; здесь же тень тела лежит. 


Иоганн Кеплер, как мы видели, был настоящим 
сыном своей эпохи. В своей многосторонней деятель- 
ности он охватил вопросы, являвшиеся центральными 
проблемами его века. И эти вопросы не были для 
него оторваны друг от друга. Так же, как в общей 
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научной проблематике ХУП века, и в личном твор- 
честве Кеплера астрономия, механика, оптика и мате: 
матика были соединены между собой глубокими внут- 
ренними связями. Каждый знает Кеплера-астронома 
(законы Кеплера); многие знают Кеплера-физика (кеп- 
лерова труба); гораздо менее известен Кеплер-матема- 
тик. А между тем и в области математики Кеплер 
заложил фундаментальные камни здания новой науки. 
`Математические работы Кеплера, как и все математи- 
ческие открытия ХУП века, имеют, как мы сейчас 
увидим, своим источником потребности практики. Это, 
однако; отнюдь не, значит, что математические про- 
блемы не имеют у Кеплера своей внутренней логики, 
что он не поднимает математику на; принципиальную 
высоту научной дисциплины. Подобное упрощенчество 
чуждо Кеплеру так же, как и другим деятелям новой 
науки. Но если на более высоких ступенях развития 
науки связь между абстрактной математической наукой 
и конкретными ее источниками проследить труднее и 
сложнее, то у ‘Кеплера и вообще у авторов ХУП века 
эта связь бросается в глаза очень резко. Мы уже гово- 
рили, например, о том, что необходимость производить 
сложные выкладки при астрономических расчетах за- 
ставила Кеплера с большим вниманием отнестись к но- 
вому методу логарифмических вычислений. Мы должны 
теперь подробнее остановиться на другом методе, 
самым созданием которого наука обязана в значительной 
степени Кеплеру. Мы говорим о методе бесконечно- 
‚ малых, ведущем методе новой математики. Всякому, 
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знакомому С элементами современной мёханики, из- 
вестно, какую роль в механике, земной и небесной, 
играет так называемый „математический анализ“. Без 
понятий и методов высшей математики невозможно 
себе представить изучения сколько-нибудь сложного 
движения. Мы видели, с другой стороны, что Кеп- 
лер изучал, старался открыть и в конце концов 
открыл законы движения планет вокруг Солнца. 
Эти законы, как известно, отнюдь не просты, и, 
преодолевая стоявшие на пути его математические 
трудности, Кеплер естественно столкнулся. с необхо- 
димостью создания новых математических средств ис- 
следования. 

Насколько эти новые средства были действительно 
необходимы, насколько узки были проторенные пути 
математики конечных величин, насколько насущна 
была потребность в привлечении математики бесконеч- 
ного — покажет, надеемся, следующий пример. Второй 
открытый Кеплером закон движения планет состоит, как 
известно, в том, что радиус-вектор планеты (т. е. луч, 
соединяющий цэнтры планеты и Солнца, находящегося 
в фокусе эллиптической орбиты) описывает площади, 
пропорциональные временам. 

Для экспериментального установления этого закона 
нужно было прежде всего обладать умением измерять 
площадь /И,Р.И., ограниченную двумя произвольными 
радиусами-векторами и дугой эллипса, или,` что то 
же, площадь /МРА, заключенную между болышой 
осью эллипса, дугой ‘его АМ, и подвижным ради- 
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усом-вектором Р/М; (фиг. 1). Конечно, кроме этого нужно 
еще было дойти до мысли искать выражение зависи- 
мости между временем и площадью, а не длиной дуги, 
например. В последнем случае сложность закона зави- 
симости, наверное, оказалась бы непреодолимым пре- 
пятствием для индуктивного обобщения. Но вопрос 
о том, как Кеплер пришел к этой мысли, нас может 
сейчас не занимать, как вопрос иного порядка, чем 
нас интересующий. Ограни- 


чимся только замечанием, что ‚: м, 
еще тогда, когда Кеплер ста- 
рался уместить движение Мар- 4 й. 
са в круговую орбиту, сдви- 
нув Солнце из центра этой 

Фиг. 1. 


орбиты, уже тогда явное не- 
постоянство как линейной, так и угловой скорости дви- 
жения привело его к мысли изучать изменение сектори- 
альной площади, образованной движением прямой, со- 
единяющей Солнце и планету. Таким образом идея изу- 
чать изменение секториальной площади родилась у Кеп- 
лера еще ранее того, чем он открыл свой первый закон. 
После открытия первого закона эта идея его не оста- 
вила; с чисто математической стороны она не должна 
была претерпеть существенной модификации, ибо, 
как показывает фиг. 2, секториальная площадь АРМ 
при всех положениях точки /М пропорциональна секто- 
риальной площади АРМ (АМВ. — окружность, построен- 
ная на большой оси эллипса АМВ, как на диа- 
метре; МС — перпендикуляр к большой оси; точка М — 


3 Стереометрия бочек. 
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пересечение продолженного перпендикуляра с окруж- 
ностью). В самом деле, площадь АЁМ представ- 
ляет сумму площадей треугольника СМ№Е и полусег- 
мента АСМ. Площадь треугольника СМР имеет к пло- 
щази треугольника СМЁЕ отношение М№С : МС. Это 
отношение для эллипса по- 
стоянно (оно равно а:6, гдз 
а и в — полуоси эллипса). 
Это же постоянноз отноше- 
ние имеют и площади полу- 
сегментов АСМ№Ми АСМ, ибо 
они образованы движением 
ординат пс и тс, сохраняю- 
щих постоянное отношение 
(1:6) своих длин. Последнее 
обстоятельство всовременной 
‹имволике может быть выражено элементарной формулой 


Ь Ь 
а а | 

интегрального исчисления >; Уах= | у ах. 
а а 


На языке Кеплера и его эпохи, не знавшей еще этой 
символики и абстрактиого понятия интеграла, оно 
выражалось своеобразно — пока мы на этом не оста- 
навливаемся, заметив только, что самое положение 
о постоянстве отношения двух площадей, образован- 
ных ординатами, сохраняющими постоянное отноше- 
ние длин, было и для Кеплера достаточно элементар- 
ным. Итак, вместо изучения изменения секториальной 
площади эллипса АЕМ, Кеплер мог с таким же 
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успехом изучать изменение секториальной площади 
круга АРМ, ей пропорциональной. 

Ясно, однако, что, для того чтобы установить 
закон изменения секториальной площади круга, нужно 
научиться ее измерять. При этом для поставленной 
цели нет надобности опреде- 
лить площадь с абсолютной точ- 
ностью по ее геометрическим 
элементам. Достаточно, если бу- 
дет найден метод, которым мож- 
но было бы измерить площадь 
с любой степенью точности или, 
практически, с достаточно боль- 
шой степенью точности. Это 4-7 
замечание пусть не покажется ФИГ. 3. 
слишком тривиальным искушен- 
ному в математике читателю, который может здесь 
усмотреть простую тавтологию: оно, как мы уви- 
дим дальше, имеет существенное значение для пони- 
мания специфических черт математики бесконечного 
эпохи Кеплера. 

Итак, перед Кеплером стояла задача установить 
возможно более простой способ измерения площади 
сектора АРАМ" (фиг. 3). Ясно, что, разбив эту пло- 
щадь промежуточными радиусами-векторами в доста- 
точно болыном количестве на достаточно узкие 
элементарные секторы, мл <. достаточной точностью 
(и притом с тем большей, чем тоньше элементар- 
ные секторы) можем заменить эти элементарные сек- 
З* 
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торы элементарными прямолинейными треугольниками 
вида РММ; при этом при достаточно тонких сек- 
торах направление №№ очень мало будет отли- 
чаться от направления касательной к окружности 
в точке № Площадь сектора АЕРМ поэтому с боль- 
шой точностью представится полусуммой произведений 
оснований ММ на высоты ЕК (ЕК — перпендикуляр, 
опущенный из фокуса на касательную в точке М). 
Всли теперь разбивать дугу АЛ окружности всегда 
на равные части, то при различных положениях точки М№ 
площадь сектора АЁРМ будет почти пропорциональна 
сумме перпендикуляров, опущенных из фокуса на 
касательные в точках деления окружности на равные 
части. Если же принять во внимание, что, по свойству 
эллипса, установленному еще Архимедом, длина этого 
перпендикуляра равна радиусу-вектору ЁЕ/М соответ- 
ствующей точки эллипса (т. е. той точки М, в кото- 
рой ордината окружности МС пересекает эллипс}, 
то ясно, что площадь кругового (а значит, и соот- 
ветствующего эллиптического сектора) почти пропор- 
циональна сумме радиусов-векторов Р/М. Пропорцио- 
нальность площади сектора и суммы радиусов-векторов 
будет тем точнее, чем меньшими мы возьмем равные 
дуги по окружности. Только нужно помнить, что 
точка М должна занимать ряд положений между А: 
и М так, чтобы соответствующая точка № проходила 
равные дуги на окружности. В той формулировке, 
которую сам Кеплер дает своему второму закону, 
последнее обстоятельство, правда, не поставлено на 


Иоганн КЕПЛЕР И ЕГО НАУЧНАЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ 37 


вид, но нет никакого сомнения в том, что Кеплеру 
оно совершенно ясно. В формулировке Кеплера вто- 
рой закон гласит. время, употребляемое планетой для 
перемещения от конца болыной оси до произвольного 
ее положения, относится ко времени полного оборота, 
как сумма радиусов-векторов, проведенных ко всем 
точкам дуги, к сумме радиусов-векторов всего эллипса. 

Здесь мы встречаемся с выражениями, чуждыми 
уху современного читателя. Прежде всего термин 
„сумма всех радиусов-векторов“ показался бы, вероятно, 
читателю совершенно неправомерным, если бы мы 
не предпослали формулировке Кеплера наброска ео 
построения. Очень возможно также, что читатель 
не усмотрел бы в законе Кеплера закона площадей, 
ибо у Кеплера речь идет лишь о сумме отрезков. 

Между тем эта формулировка — не случайная 
описка и не индивидуально кеплеровский способ выра- 
жения. Подобное мы встретим и у других авторов, в том 
числе у второго основоположника метода бесконечно- 
малых Кавальери, первая работа которого { „Геометрия 
непрерывных величин, изложенная методом недели- 
мых“) была готова к печати спустя 18 лег после 
выхода „Новой астрономии“ и спустя 11 лет после 
выхода кеплеровой „Стереометрии бочек“ (опублико- 
вана эта работа Кавальери была лишь через девять 
лет после ее составления). 

Критики Кавальери и Кеплера не раз упрекали 
их за то, что они, якобы, составляли площадь из 
линий. Это утверждение можно найти и в современ- 
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ных сочинениях по истории математики. Оно, однако, 
основано на неумении отличить форму выражения 
идеи от самой идеи. Что эта форма выражения не 
обладает большой четкостью —- это верно, и несколько 
позднее Паскаль указал на необходимость ее уточне- 
ния и показал, как это сделать. 

Для Кеплера, как и для Кавальери, сумма отрез- 
ков не равна площади, а лишь пропорциональна ей, 
как это явствует из его формулировки закона площа- 
дей. Более того, ясно, хотя это прямо и не сказано, 
что эти отрезки (радиусы-векторы) должны браться 
не как попало, а по определенному закону. Легко 
видеть, что если, например, радиусы-векторы проводить 
так, чтобы на равные части делилась дуга эллипса, 
а не соответствующая дуга окружности, то площади 
секторов отнюдь не будут даже приблизительно 
пропорциональны суммам радиусов-векторов. 

Несмотря на это, Кеплер, как и Кавальери, как, 
впрочем, и Паскаль и другие авторы ХУЛ века, говорит 
о сумме „всех радиусов-векторов“, „всех ординат“ ит. д. 
Этот термин „сумма всех“ (зитта ошпийит) заменяет 
у них наш термин „интеграл функции“; его неопре- 
деленность того же порядка, как та, которая происте- 
кает от того, что мы не указываем, по какой независи- 
мой переменной производится интеграция. Так, „инте- 
грал радиуса-вектора“ — это величина недоопрэделенная, 
пока не сказано, что аргументом является дуга окруж- 
ности $ или эллипса с; в первом случае это интеграл 


з 3 


\ 745, во втором \ г ав. Интересно здесь же отметить, 
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что самый знак интеграла (удлиненная буква 5) был 
введен Лейбницем в самом конце ХУЙ века именно как 
сокращение термина „сзитшша ошпшш“ и что даже 
Лейбниц не сразу оценил символически-оперативную 
необходимость писать обозначения аргумента интегра- 
ции и ограничивался первоначально обозначением |=. 

Итак, несмотря на явный недостаток терминоло- 
гии — недостаток весьма существенный не только 
с точки зрения четкости изложения, но и с точки 
зрения правильности результатов — основоположники 
метода бесконечно-малых в ХУП веке все же пользо- 
вались безоговорочно понятием „суммы всех линий“, 
Почему так происходило? 

Потому, что при отсутствии развитой символики 
(она была дана впервые Лейбницем и в другой форме 
Ньютоном), при относительно слабом вообще внедре- 
нии приемов буквенного исчисления даже в математику 
конечных величин всякое нагромождение словесно- 
алгебраических формулировок явилось бы тяжелым 
грузом для науки, грузом, который легко транспорти- 
руется при усовершенствованных путях ее продвиже- 
ния, но который парализовал бы первые ее шаги. 

В еще большей мере нужно сказать то же и о 
самом понятии бесконечной совокупности „всех“ эле- 
ментов некоторой суммы. В рассмотренном выше при- 
мере объектами суммирования являлись конечные ве- 
личины. Суммирование бесконечного их числа дает, 
очевидно, величину бесконечно большую. Но в других 
случаях у того же Кеплера и у других авторов мы 
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встретимся и с суммированием бесконечно большого 
числа бесконечно малых величин: например длина 
дуги рассматривается как сумма бесконечно малых 
ее элементов. Как называются эти элементы — это во- 
прос второстепенный: Кеплер, например, как мы уви- 
дим, называет их просто точками и образует из 
суммы длин „точек“ длину линии. Другие авторы, 
например Ферма, пользуются термином „малейшая 
линия“ (шшипа Ппеа), „неопределенно малая линия“ 
(п4еНпЦе рагуа Ппеа) и т. п. Важно то, что во всех 
этих случаях всегда речь идет о сумме всех элементов, 
а не о пределе сумм или о пределе отношения сумм. 

Второй закон Кеплера был бы „безукоризненно“ 
сформулирован, если бы мы сказали, что отношение 
времен пропорционально пределу отношения беско- 
нечно возрастающих сумм длин радиусов-векторов, 
надлежащим образом проводимых. Казалось бы на 
первый взгляд, что не так уж трудно было Кеплеру 
или какому-либо его современнику дать такую фор- 
мулировку или иную, ей эквивалентную. Однако это 
не было сделано Кеплером, не было сделано никем из 
современников; более того, в течение следующего сто- 
летия никому не удавалось систематическим образом 
освободиться от „актуализации“ бесконечных процес- 
сов И получать существенно новые результаты, поль- 
зуясь концепцией потенциальной бесконечности. Сво-. 
его рода инфинитезимально-атомистический подход — 
вот что характерно для математики ХУП и ХУШ веков. 
Ниже мы приведем несколько характериых примеров 
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этого математического атомизма у Кеплера. Сейчас 
же мы поставим вопрос о том, чем объясняется это 
явление, столь характерное для эпохи великого пере- 
ворота в методах математики и ее проблематике и 
столь неожиданное для человека, не занимавшегося 
вопросами истории математики. | 

На поставленный нами вопрос напрашивается 
сам собой такой ответ: математика ХУП века не 
доросла еще до такого уровня, который позволил бы 
ей поставить со всей необходимой глубиной вопросы 
обоснования нового метода. Этот ответ, однако, был 
бы грубо ошибочным, так же как ошибочно было бы 
думать, что сам Кеплер и его современники не видели 
того, что атомистические концепции не укладываются 
без противоречий в рамки математики непрерывных 
величин. Нет, они это прекрасно видели. Но имели 
ли они средство для устранения атомистических по- 
строений? Да, имели, и при этом средство старое, 
испытанное. Более того, они умели это средство 
применять для доказательства полученных ими резуль- 
татов. Но это средство не годилось для открытий, 
для нахождения новых результатов. Мы сейчас пояс- 
ним эти утверждения. 

Еще от классической древляости, через средневе- 
ковую традицию, через посредничество арабской науки, 
наконец, через непосредственное ознакомление с гре- 
ческими авторами, начавшееся в Западной Европе 
в конце ХУ века, унаследовала западноевропейская 
математика так называемый метод исчерпывания, выпол- 
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нявший в древнегреческой математике ту же служеб- 
ную функцию, что наш метод пределов. Хотя о методе 
исчерпывания написано достаточно и в популярных 
и в специальных книгах по истории математики, 
однако мы считаем нелишним здесь остановиться на 
его характеристике, во-первых, потому, что не всякий 
читатель с ним знаком по другим источникам; во-вто- 
рых, потому, что в оценке этого метода, даваемой 
нами ниже, мы не во всем солидарны с установивши- 
мися оценками. 

В качестве примера, на котором удобнее всего 
будет ознакомиться с методом исчерпывания, мы рас- 
смотрим архимедовс доказательство теоремы о площади 
круга. При этом, так как нас интересует только идея 
доказательства, мы не будем в точности придержи- 
ваться формулировок Архимеда, а передадим точно 
лишь ход рассуждения Архимеда *. 

Архимед хочет доказать, что площадь круга рав- 
новелика площади прямоугольного треугольника, один 
из катетов которого равен по длине окружности круга, 
а другой — радиусу его. Так как, сверх того, для отно- 
шения окружности к ее диаметру Архимед устанав- 
ливает в качестве верхнего и нижнего ограничений 


22 223 
отношения = И 7 (рассматривая периметры вписан- 


* Классические образцы доказательства методом ис- 
черпывания можно найти в [У выпуске вилейтнеровой 
„Хрестоматии по истории математики“. Русский перевод 
А. П. Юшкевича, ГТТИ, 1933. 
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ных и описанных многоугольников), то этим самым 
устанавливаются границы, внутрь которых падает отно- 
шение площади круга к площади квадрата, построен- 
ного на диаметре круга. 

Итак, Архимед рассматривает круг с центром О 
и радиусом ОР (фиг. 4) и прямоугольный треуголь- 
ник 4ВС (катет АВ равен радиусу, катет ВС — ок- 
ружности круга). Требуется доказать, что круг О 
и треугольник АВС имеют равные пло.цади. 


` 2 В 


Фиг. 4. 


Положим, что это не так — рассуждает Архимед, 
Тогда возможны два случая: 1) круг О имеет боль- 
шую площадь, 2) круг О имеет менышую площадь, 
чем треугольник АВС. 

Рассмотрим случай „1“. В этом случае площадь 
круга превосходит площадь треугольника [, на вполне 
определенную (не равную нулю) величину 2 = А — ГД. 
Но Архимед знает (это доказано во 2-м предложе- 
нии ХП книги евклидовых „Начал“)*, что, какова бы 
ни была наперед заданная площадь 0), всегда можно 
в круг вписать многоугольник со столь болышим чис- 


* Евклидово доказательство см. у Вилейтнер>, вып. 1\, 
стр. 15 и сл. 
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лом сторон, что площадь А будет превосходить пло- 
щадь многоугольника К- на величину, меньшую, чем О: 


К—К <. 


Это предложение, примененное к нашему случаю, 
когда 0=А-—-[, гласит: можно вписать в круг 
вписанный многоугольник так, чтобы 


откуда следует 


К >, (1) 


т. е. можно вписать в круг многоугольник, имеющий 
площадь, большую, чем площадь треугольника АВС. 
Но, с другой стороны, так как периметр. вписан- 
ного многоугольника меньше длины окружности, т. е. 
меньше катета АС, а апофема многоугольника меньше 
катета АВ, то площадь многоугольника должна быть 
меньше пло.цади треугольника АВС: 


К < Е. (2) 


Неравенства (1) и (2), однако, противоречат друг 
другу, чем и доказывается несостоятельность первого 
предложения. 

Аналогично доказывается, что несостоятельно 
предположение (2), т. е. предположение, что К Г, 
ибо тогда можно построить описанный многоугольник, 
площадь которого К} настолько мало разнилась бы 
от площади А, что и для К) было бы справедливо 


неравенство 
К, <Ё. 
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Но апофема описанного многоугольника равна 
радиусу круга, т. е. катету АВ, тогда как периметр 
его больше окружности круга, т.е. больше катета АС; 


Значит, 
К > Е. 


Снова получаем противоречие. 
При невозможности предложений (1) и (2): 


КЕ 
И 
КГ, 
остается только одно, именно, что 
К =, 


что и требовалось доказать. 

Рассуждение Архимеда отличается от вышепри- 
веденного лишь по форме: отсутствие буквенных о0бо- 
значений придает ему своеобразный стиль, непривыч- 
ный читателю, не занимавшемуся специально историей 
математики. Вот почему мы прибегли к пересказу, 
сохраняющему, однако, полностью ход мысли величай- 
шего из геометров. 

Этот ход мысли обнаруживает умение доказать 
предложения, которые мы теперь доказываем с помощью. 
метода пределов, вполне строго и во вполне строгих 
терминах. 

Для современного математика один только пункт 
в рассуждениях Архимеда требует модификации. Для. 
современного математика площадь кривой. (круга) не 
дана вместе с площадью многоугольника. Она опре- 
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деляется как предел площади многоугольника, и су- 
ществование этого предела подлежит доказательству. 
Для античного же математика площадь кривой есть 
столь же первоначальное понятие, как площадь мно- 
гоугольника, и доказательству подлежит, что при из- 
менении многоугольника по определенному закону его 
площадь стремится к пределу, равному площади кри- 
вой. Термина „предел“ у греков не было, но когда 
Евклид говорит, что разность между площадью круга 
и вписанного в него многоугольника может быть 
сделана меньше всякой’ данной площади, то разве это 
не адэкватно нашему выражению: площадь круга есть 
предел площади многоугольника (при неограниченном 
увеличении его сторон) ?* 

Итак, доказательство Архимеда столь же строго 
по существу, как и современные доказательства, вы- 
полняемые методом пределов. И не нужно думать, 
что лишь простенькие предложения вроде только что 
приведенных древние гвторы умели доказывать мето- 
дом исчерпывания. У того же Архимеда, например, мы 


* Евклид доказывает во 2-м предложении ХП кни’и, 
собственно говоря, то, что разность площадей вписанного 
и описанного многоугольников может быть сделана меньше 
всякой величины, а отсюда как следствие вытекает, что и 
подавно разность между площадью круга и плошадью впи- 
санного многоугольника может быть как угодно мала. По- 
этому даже отмеченная выше разница между „современной 
и античной концепцией площади не играет в доказатель- 
стве Архимеда принципиальной роли. 
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найдем столь же строгие доказательства теорем о пло- 
щади параболического сектора, объеме эллипсоида 
вращения. Архимед же находит касательную к „архи- 
медовой“ спирали и вычисляет площадь сектора, обра- 
зованного ее дугой и двумя ее радиусами-векторами. 
Целый ряд других теорем был доказан Архимедом, 
Аполлонием и другими авторами древности методом 
исчерпывания, и метод этот был хорошо знаком ма- 
тематикам ХУП века. Почему же они предпочли 
„строгому“ методу исчерпывания „нестрогий“ метод 
математического атомизма? Мы уже дали выше ответ 
на этот вопрос. Применение метода исчерпывания 
требует предварительного знания результата для до- 
казательства его справедливости. Если мы знаем, что 
площадь круга равна площади некоторого треуголь- 
ника, то мы можем доказать это, предполагая, что это 
не так, и опровергая это предположение построением 
некоторой фигуры (в данном случае многоугольника), 
достаточно мало отличающейся от круга по площади 
и в то же время, вопреки предположению, большей 
(или, наоборот, меньшей), чем площадь треугольника. 
Иначе говоря, в методе исчерпывания мы можем до- 
казать справедливость некоторого предельного соот- 
ношения, но не находить его. Для того чтобы на- 
ходить предельное соотношение, существенно необхо- 
димо установить самое понятие предела и, более того, 
ряд общих правил предельных переходов, другими 
словами, преобразовать синтетический метод древних 
в аналитический. 
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Эта задача отнюдь не так проста, как может по- 
казаться человеку, воспитанному на современных ма- 
тематических методах. На пути к решению ее стоят 
многие трудности, на которых я здесь не буду оста- 
навливаться, отсылая читателя к моей книге „Основы 
исчисления бесконечно-малых“*. Преодолеть эти труд- 
ности не могли ни математики ХУП века, ни величай- 
шие математики древности. 

Возникает вопрос, как же находили в действи- 
тельности математики древности свои замечательные 
результаты? Может быть, благодаря одной гениальной 
интуиции? Нет, это не так. В открытой Гейбергом 
четверть века назад дотоле неизвестной работе Архи- 
меда („Послание к Эратосфену“) ** мы’ находим и 
прямой ответ на поставленный только что вопрос. 
Архимед рассказывает, как он получил те результаты, 
которые он потом строго доказывал методом исчер- 
пывания. Оказывается, что он пользовался атомистиче- 
скими концепциями, рассматривая площадь как „сумму“ 
параллельн ›х ординат, объем — как „сумму“ площадей 
поперечных сечений тела. На целом ряде примеров Ар- 
химед показывает, как он применял эти соображения, 
комбинируя их с использованием „механических“ при- 
емов. Эти механические приемы представляют собой 
не что иное, как применение центра тяжести для произ- 


* Гл. Г 5 18; гл. №, 8 18, 3-е изд. ГТТИ, 1938. 
** Имеется в русском переводе „Новое сочинение 
Архимеда“, Ма ез1з, 1909. 
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водства суммирования элементов `площади или объема. 
Зная положение центра тяжести фигуры или тела из 
соображений симметрии, Архимед может определить 
некоторую площадь или объем; наоборот, зная пло- 
щадь или объем некоторых тел или фигур, он на- 
ходит центр тяжести других. Примеры архимедова 
метода можно найти в той же хрестоматии Вилейт- 
нера, и мы их здесь приводить не будем. 

Архимед не считает свой „механический“ метод 
строго геометрическим, но указывает, что, получив 
результат этим методом, не трудно его доказать строго. 

Кроме того, Архимед указывает, что его „меха- 
нический“ метод является развитием приемов, приме- 
нявшихся Демокритом. Демокрит жил на два века 
раньше Архимеда; во время Демокрита греческая ма- 
тематика, повидимому, только начинала ставить задачи 
инфинитезимального характера, и атомистические кон- 
цепции в то время господствовали во всей науке. 
Естественно ожидать, что эпохе Евклида и Архимеда 
в истории греческой математики предшествовала эпоха, 
когда атомистические концепции и в математике игра- 
ли ведущую роль. До нас, к сожалению, не дошла 
целиком ни одна математическая работа этой эпохи; 
поэтому историки математики до последнего времени 
не придавали большого исторического значения гре- 
ческой атомистической математике. Между тем эта 
атомистическая концепция, несомненно, играла для 
позднейшей греческой математики роль, аналогичную 
роли инфинитезимальных методов ХУП века для со- 


4 Стер еометрия бочек. 
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здания современной математики. Известная ограничен- 
ность кругозора буржуазных историков математики, 
проистекающая из антиисторичности их исторических 
концепций, мешала им понять то значение, которое 
должны были иметь атомистические методы в грече- 
ской математике, а скудость и отрывочность факти- 
ческих сведений не позволяли им увидеть, что это 
значение они фактически имели. Для автора этих 
строк никогда не было сомнения в том, что атоми- 
стические методы в свое время были господствующими 
если не во всей греческой математике, то во всяком 
случае среди определенной школы, именно школы 
материалистов, возглавлявшейся Демокритом. Появив- 
шаяся недавно новая работа советского автора 
С. Я. Лурье * дает чрезвычайно обстоятельный анализ 
сохранившихся фрагментарных документальных дан- 
ных с той же точки зрения. К этой работе, содер- 
жащей массу фактического материала, частично впер- 
вые публикуемого, мы и отсылаем читателя, интере- 
сующегося подробностями. Против некоторых поло- 
жений автора, может быть, и можно возражать, но 
основная его мысль доказана, мне кажётся, бесспорно: 
математика древних греков в „доевклидов“ период ее 
развития шла путями атомистических методов, имею- 


* Она напечатана в немец“ом журнале „ОцеПеп ипа 
51 1еп гиг СЧезсысШе 4ег МаШетаНк, Азнопопие ий 
РнузК“, В. 2, Н. 2 (А. В}, 1932. На русском языке она дол- 
жна появиться вскоре в расширенном виде под загл вием 
‚Теория бесконечно-малых в учении древних ат истов“. 
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щих глубокое внутреннее родство с методами матема- 
тиков ХУП века. Это родство тем более поразительно, 
что оно проявляется и во внешней форме выражения 
мыслей: терминология. Кеплера и Кавальери очень 
близка к терминологии „Послания к Эратосфену“: и 
там и здесь, например, о площади говорится как 
о сумме линий (мы уже привели выше в качестве 
примера кеплерову формулировку его второго закона), 
хотя и Ар‹имед и основоположники новой математики, 
конечно, прекрасно понимали, что речь идет не о сумме 
в обычном смысле этого слова. Сходство терминоло- 
гии, "на которое мы указали, так велико, что неволь- 
но напрашивается мысль о том, что Кеплер знал ар- 
химедово „Послание“. Мысль эта находит себе, как 
будто, подтверждение в том, что сам Кеплер утвер- 
ждает (см. „Стереометрия бочек“, стр. 123), что его 
доказательства раскрывают подлинный смысл строгих 
рассуждений Архимеда. По мнению Кеплера, Архимед, 
высказывая некоторое предложение на строгом языке 
четода исчерпывания, хочет сказать на самом деле 
именно то, что утверждает он, Кеплер, на своем языке 
математической атомистики. 

Однако отсюда никак нельзя сделать вывода, что 
Кеплер читал „Послание к Эратосфену“. Он читает 
в мыслях Архимеда и читает правильно, потому что 
их мысли созвучны, как созвучны их эпохи. Возмож- 
ность же текстуального знакомства с „Посланием“ 
совершенно исключена, так как мы достоверно знаем, 
что „Послание к Эратосфену“ стало известно лишь 
4* 
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в ХХ веке, что европейцы ХУП века его не читали. 
Конечно, не исключена возможность сохранения не- 
которой традиции, перэдававшейся в устном препо- 
давании и сохранившей методы „Послания“, но ив этом 
случае достойно удивления, что Кеплер распознал, 
что в этой традиции лежит ключ к пониманию вели- 
ких авторов древности и к продолжению и развитию 
их математического творчества. 

То, что видел Кеплер, не видели его критики, 
стоявшие на позициях „строгой“ математики и с точ- 
ки зрения застывших методов официальной античной 
математики критиковавших Кеплера. Ставя превыше 
всего формальную безупречность доказательств, кри- 
тики кеплеровых методов не понимали, что их не- 
строгость является необходимой исторической предпо- 
сылкой‘ для дальнейшего развития математики, ибо 
тяжеловесный синтетический аппарат метода исчер- 
пывания, совершенно не пригодный для раскрытия 
новых закономерностей, с трудом может служить даже 
для подтверждения правильности уже полученных ре- 
зультатов и что новые строгие аналитические методы 
могут вырасти лишь на базе достаточного развития 
нестрогих методов Кеплера. 

Для нас, людей ХХ века, критика, которую встре- 
тили методы Кеплера у современников, отнюдь не 
потеряла своего интереса: если многие современники 
Кеплера не видели исторического значения его мето- 
дов, то многие наши современники не видят огром- 
ного педа осгического значения „нестрогих“ инфини- 
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тезимальных построений. Если инфинитезимальные 
методы ХУП века являются давно пройденным истори- 
ческим этапом развития математики, то в `препода- 
вании математики они должны и поныне оставаться 
исходным пунктом, ибо в них основные идеи анализа 
бесконечно-малых выступают хотя и в упрощенной, 
но именно благодаря своей упрощенности легко до- 
ступной форме. Строгое обоснование полученных ре- 
зультатов гораздо плодотворнее усваивается именно 
после предварительного прохождения первого, нестро- 
гого, этапа развития математической мысли. Этого не 
видят многие наши современники, в результате чего 
на алтарь математической строгости приносится в 
жертву понимание учащимися сути операций и понятий 
современното анализа*. Вот почему исторический 
экскурс в область тех споров, которые развертывались 
триста лет назад вокруг вопроса о допустимости инфи- 
нитезимально атомистических приемов математического 
творчества, далеко не лишен сейчас актуальности. 
Прежде чем приводить аргументы противников Кеп- 
лера, мы должны будем привести один-два примера 


* Здесь по необходимости я вынужден ограничиться 
этими краткими замечаниями. Свои взгляды по этому вопросу 
я годробно развил еще в своей статье „О принципах пре- 
подавания анализа бесконечно-малых“, сборник „На борьбу 
за материалистическую диалектику в математике“, ГВТИ, 
1931, стр. 250—304. Еще более подробно я развил их 
в своей кииге „Основы исчисления бесконечно-малых“, 
ГНТИ, 1-е изд. 1 31 г., 3-е изд. 1933 г. 
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его приемов рассуждения и получаемых с их помощью 
результатов. При этом нам нет необходимости при- 
водить здесь Кеплера текстуально, так как примеры 
эти мы заимствуем из „Стереометрии бочек“, здесь 
печатаемой. На вопросах же, связанных с характери- 
стикой стиля Кеплера, мы здесь можем не останавли- 
ваться, так как об этом речь будет ниже. 

В качестве первого примера мы возьмем 2-ю теорз- 
му „Стереометрии бочек“. Она устанавливает, что отно- 
шение площади круга к площади квадрата, построен- 
ного на диаметре его, приближенно равно отношению 
11:14. В предыдущей теореме было установлено, что 
отношение окружности к диаметру приблизительно 
равно отношению 22:7. Теперь Кеплеру нужно до- 
казать, что площадь круга равна площади треугольника, 
имеющего основанием длину окружности, а высотою 
радиус круга. После этого вычисление отношения 
площади этого треугольника к площади квадрата, 
построенного на диаметре круга, выполняется со- 
вершенно элементарно. | так, задача сводится к до- 
казательству равновеликости круга и упомянутого. 
треугольника. Мы уже видели, как доказывает это 

Архимед. Кеплер считает необходимым доказать 
это и Ряд других уже доказанных Архимедом пред- 
ложений другим, более простым способом, так как 
считает, что его доказательства воспроизводят идею 
архимедова доказательства „настолько, насколько это- 
го достаточно для удовлетворения ума, любящего 
геометрию“. 
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„ Гочные же и во всех отношениях совершенные 
доказательства, — добавляет Кеплер, — может найти в 
книгах самого Архимеда тот, кто не убоится тернистого 
пути их чтения“ („Предварительные замечания“, стр. 109 
этой книги) *. Идею архимедова доказательства Кеплер 
в данном случае понимает так: круг разбивается секто- 
рами на бесконечно болышое число секторов, каждый 
из которых можно рассматривать как прямоугольный 
тр-угольничек. Одновременно основание треугольника, 
равное, по условию, ‚окружности круга, разбивается 
на такое же число частей, на какое разбита окруж- 
ность. Соединяя точки деления с противоположной 
вершиной треугольника, мы разбиваем треугольник 
на столько же бесконечно малых треугольников, на 
сколько секторов был разбит круг. Эти бесконечно 
малые треугольники и сектора круга попарно `равно- 
-велики (так. как у них по построению одинаковые 
основания и, как легко видеть, равные высоты). 

Таково доказательство Кеплера. „Это самое, — 
добавляет Кеплер, — имеет в виду архимедово приве- 
дение к нелепости“. 

В первой части „Стереометрии“ Кеплер передо- 
казывает аналогичными приемами ряд предложений 
античной геометрии. Начиная с 18-го предложения, 
Кеплер применяет эти призмы к раскрытию новых, 
дотоле неизвестных. В 18-м предложении, например, 
устанавливается, что объем тора равен объему цилиндра, 


* Перевод цитат всюду мой. 
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основанием которого служит меридиональное сечение 
тора, а высотой — длина окружности, описываемой 
центром образующего тор круга. Кеплер доказывает 
это так (см. стр. 176 этой книги). Меридиональными 
сечениями тор разбивается на бесконечно большо? 
число „кружочков“ (о1ЫсиП). Толщина их у внешнего 
края тора. больше, чем у внутреннего, и среднее 
арифметическое этих толщин равно толщине кру- 
жочка в центральной его части. Поэтому Кеплер 
принимает, что объем такого кружочка равен объему 
цилиндрического кружочка,- имеющего высоту, рав- 
ную толщине центральной части кружочка. Тогда 
тор и цилиндр, о котором говорится в условии тео- 
ремы, разбиваются на равное число равнообъемных 
частей; этим теорема 18-я доказана. 

Как мы видим здесь, Кеплер получает новый резуль- 
тат весьма простым приемом, по существу не более слож- 
ным, чем тот, каким доказано предложение 2-е. 

Примером более развитой цепи умозаключений 
может служить предложение 20-е, формулирующее 
свойство далеко не очевидное и обнаруживающее 
ту степень техники инфинитезимальных построений, 
которой Кеплер владеет. В этом предложении Кеплер 
устанавливает связь между „поясами“ сферы и „яблока“. 
Яблоком Кеплер называет тело, произведенное враще- 
нием вокруг какой-нибудь хорды больщего из стяги- 
ваемых ею сегментов (тело, производимое вращением 
меньшего сегмента, Кеплер называет „лимоном“). Если 
теперь из яблока вырезать часть его, отсекаемую каким- 
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нибудь цилиндром, ось которого совпадает с. осью 
яблока, то остающееся тело будет „поясом“ яблока. 
Другими словами, пояс яблока есть тело вращения сег- 
мента круга около хорды, параллельной основанию сег- 
мента. Аналогично определяется и пояс сферы (в этом 
случае осью вращения является диаметр круга). Теорема 
20-я устанавливает, что объем пояса яблока составля- 
ется из объемов пояса сферы (образованного вращением 
того же сегмента, который образует пояс яблока) и ци 
линдра, следующим образом построенного: основаЕигм 
этого цилиндра служит тот сегмент, который образует 
своим вращением пояс яблока (и шара), высотой же 
цилиндра служит длина окружности, описываемой орди- 
натой основания этого сегмента вокруг оси яблока. 

На первый взгляд самое условие теоремы пред- 
ставляется замысловатым и надуманным. Если же мы 
разберемся в ходе мыслей Кеплера, то мы увидим, 
насколько естественным его следствием является содер- 
жание 20-го предложения „Стереометрии“. 

Ход мыслей Кеплера очень прозрачно распознается 
из приводимего им доказательства. Прежде всего ему 
приходит в голову мысль „развернуть“ яблоко в цилинд- 
рическое тело, подобно тому как во 2-м предложении 
круг он развернул в прямолинейную фигуру. Кеплер 
утверждает, что объем всего яблока можно предста- 
вить в виде объема „цилиндрического сегмента“, 
отсеченного от цилиндра ЕО (фиг. 5) плоскостью 
ММ№$5. При этом цилиндр ЕО$ построен так: основа- 
нием его служит сегмент //ОКМ, образующий своим 
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вращением вокруг оси ММ тело яблока; высотой 
его является линия 25, равная по длине окружности 
экватора яблока, т. е. окру- 
жности радиуса ДА. 
Плоскость ММ№$ прове- 
дена через точку © и о05ь 
вращения /ММ№. Итак, объем 
яблока, утверждает Кеплер, 
равен объему цилиндрическо- 
го сегмента 4$). Это сле- 
дует, говорит он, из того, 
что яблоко „развертывается“ 
в цилиндрический сегмент: 
именно, разделим экватор 
яблока на бесконечно боль- 
шое число частей; проводя 
через них меридианы, мы раз. 
делим яблоко на бесконечно 
большое число бесконечно 
тонких призм. Если теперь 
отрезок 2.5 (равный экватору 
яблока) разбить на столько же 
частей, соответственно рав- 
ных частям экватора, и точки 
деления соединить плоскостя- 
ми с осью ММ, то ЦилИиНДри- 
ческий сегмент разобьется 
на части, которые, по аналогии с предложением 2-м, 
Кеплер считает равновеликими соответствующим частям 
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яблока. Аналогия —- вот что руководит Кеплером в его 
исканиях. Теперь Кеплер старазтся найти более убе- 
дительные доводы в пользу своего утвержд_ния. С этой 
целью он разбивает яблоко уже не на радиальные, 
а на цилиндрические бесконечно тонкие слои, имеющие 


своей осью ось вращения яблока. Лег- 
ко видеть, что, „развернув“ эти слои, 
мы получим те же бесконечно тонкие 
прямоугольные пластинки, на которые 
разбивается цилиндрический сегмент 
параллельными между собой плоско- 
стями, перпендикулярными к основа- 
нию цилиндра. Так, например, цилин- 
дрический слой, образованный враще- 
нием „линии“ /К (т. е. бесконечно 
тонкой полоски, вдоль нее идущей), 
развертывается в пластинку, у кото- 
рой /К служит основанием, а высо- 
той служит длина окружности радиуса 
ОА. Но из подобия треугольников 
АГО и А$О следует, что эта длина 
окружности равна линии ОЁ; таким 
образом упомянутый слой разверты- 
вается в пластинку /Каа. Отсюда 


Рисунок из перво`о 
издания „Стереомет- 
рии бочек“, соответ- 
слвующии фиг. 5 (в 
текс е фиг. 13). 


сразу вытекает, что яблоко равновелико цилиндриче- 


скому сегменту А5Г. 


Изящное построение, только что приведенное, 
конечно, можно повторить и для нахождения объема 
пояса яблока. Если, например, пояс образован сег- 
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ментом /КД, то он „развертывается“ в „часть цилиндра“ 
(вернее, в часть цилиндрического сегмента) [$500. 
Посмотрим теперь, во что развертывается объем 
сферического пояса, образованного тем же сегментом. 
Он развернется тоже в „часть цилиндрического сег- 
мента“, построенного на /КО, но „высотой“ будет 
служить длина экватора не яблока, а шара. Нетрудно 
видеть, что как раз такой частью цилиндрического 
сегмента будет тело [5Го, построенное следующим 
образом: через точку С, служащую пересечением плос- 
кости М$М с осью цилиндра, проводим сечение, па- 
раллельное основанию. Цилиндрический сегмент $СТ, 
возвышающийся над этим сечением, равновелик шару 
(радиуса ОР = ТО), так как (из подобия треуголь- 
ников ЭТ и $АР) отрезок $Т равен экватору шара, 
а часть цилиндрического сегмента, находящаяся над 
сегментом Г, проекцией сегмента /КО, равновелика 
шаровому поясу. 

Итак, пояс яблока развертывается в тело 1[5)О, 
а пояс шара — в тело [5То. Совершенно очевидно, 
что разность этих тел равна цилиндру (или, по тер- 
минологии Кеплера, „прямому“ сегменту цилиндра) 
оТРО. Следовательно, объем пояса яблока состав- 
ляется из объема пояса шара (равного цилиндрическому 
сегменту [579) и цилиндра °ГОО; это и составляет 
содержание 20-го предложения „Стереометрии бочек“. 
Мы остановились с такой подробностью на доказа- 
тельстве этого предложения, чтобы не затруднять 
читателя обращением к тексту Кеплера с его непри- 
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вычным современному читателю стилем и чтобы иметь, 
с другой стороны, возможность позднее остановиться 
на особенностях этого стиля. 

Получив из приведенных примеров представление 
о ходе мыслей Кеплера и о характере его инфините- 
зимальных доказательств, мы можем теперь обратиться 
к рассмотрению той критики, которой подвергся 
Кеплер со стороны современников. 

„Стереометрия бочек“ вышла в 1615 году в Лин- 
це, а ужг в следующем 1616 году появилась в Пари- 
же книга ученика Виеты шотландца Александра Ан- 
дерсона под заголовком „Защита Архимеда“ (Улпачае 
Атс1те4!$). Достойна внимания та быстрота, с ко- 
торой появилась эта критика, быстрота, свидетельству- 
ющая о распространении работы Кеплера и вызванном 
ею интересе. Достойно внимания и заглавие книги, 
вполне соответствующее ее содержанию. Андерсон с 
негодованием отвергает кеплерово утверждение, что 
метод его есть по существу метод Архимеда. Более 
того, самый метод Кеплера он не ставит ни во что. 

„Не подобает, о Кеплер, поносить память досто- 
ч'имого старца! — патетически восклицает Андерсон 
по-поводу телько что приведенного 20-го предложения 
„Стереометрии“. — Архимед никогда не постулировал 
возможности развертывать круг в треугольник, а ты 
присваиваешь себе право делать это, когда разверты- 
ваешь свои яблоки в цилиндрическое сечение; какой 
ум может воспринять подобного рода превращения? 
Да, Архимед постулировал существование прямой ли- 
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нии, равной окружности круга, и в том, что такая 
линия существует в природе вещей, никто, как гово- 
рит Евтокий, не усомнится. Затем уже Архимед 
доказывает, что прямоугольный треугольник, состав 
ленный этой прямой и радиусом круга, равен кругу *. 

С таким же правом и ты мог бы постулировать су- 
ществовачие цилиндрического сегмента, основание кото- 
рого равно сегменту круга, вращением которого порож- 
дено яблоко, а наибольшая высота равна наибольшей 
окружности на поверхности яблока, а затем уже, исходя 
из постулированного допущения, доказать методом 
Архимеда, что этот цилиндрический сегмент равен тво- 
ему яблоку. Что о подобном твоему доказательстве 
Архимед никогда и не помышлял — этому подтвержде- 
нием служит то кропотливое вписывание и описывание 
многоугольников для круга и многогранников для шара, 
которым он пользуется. По этому многотрудному пути 
пошел Архимед, пользуясь несравненно более верными 
началами, чем твое превращение одних фигур в дру- 
гие. Зачем же понадобилось тебе присваивать Архи- 
меду это преобразование, совершенно ему чуждое?“ ** 
Мы привели этот отрывок из „Защиты Архимеда“ 


—--- 


* То-есть равновелик. 

** Этот отрывок из Андерсона приведен Гульденом, дру- 
гим критиком Кеплера (о нем дальше) в его „Центробарйке“. 
С самым сочинением Андерсона нам не удалось познако- 
миться. Не видел его также и издатель и комментатор Кеп- 
лера Фриш. Нет ссылок на Андерсона и в четырехтомной 
„Истории математики“ Кантора. 
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для иллюстрации того, насколько малое понимание было 
проявлено математиками старой школы в оценке новых 
методов Кеплера. Держась за букву Архимеда, влюб- 
ленные в форму его сочинений, бывшую`для них идеа- 
лом для подражания, они не увидели, что в методах 
Кеплера оживает дух Архимеда. Усматривая поношение 
памяти великого геометра в том, что Кеплер объявил 
себя его продолжателем, они не видели, что истинным 
наследником сиракузца был именно Кеплер, а не они. 

Голос Андерсона был отнюдь не одиноким; к нему 
присоединился цел ›й хор современников. Главную пар- 
тию в этом хоре исполнил Павел Гульден (1577—1643), 
швейцарец родом, француз по происхождению, немец 
по национальности, протестант по рождению, католик 
по вероисповеданию. Приняв в 20-летнем возрасте 
католичество, он вступил в орден иезуитов, был послан 
в Рим для пополнения своего образования и затем был 
профессором математики в Вене, а потом в Граце. 
Гульден знал Кеплера лично и состоял с ним в пере- 
писке. При жизни Кеплера Гульден не выступал пуб- 
лично с критикой его работ. В 1635 году, через 5 лет 
после смерти Кеплера, Гульден выпустил первую книгу 
своего сочинения „О центре тяжести“ (Р. Сш@йи 4е 
сепно отауйаНз, ИБ. 1, \У!еппае 1635), известного 
также ‘под эллинизированным названием „Центроба- 
рика“ (Сеп{гоБагуса); за ней последовали в 1640 году 
вторая, а в 1641 году третья и четвертая книги. 

В этой работе сформулированы предложения, из- 
вестные сейчас под именем теорем Гульдена. Об этих 
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предложениях мы скажем более подробно дальше 
в прямой связи с той полемикой, которая нас здесь 
интересует. 

Методы Кеплера Гульден подвергает критике еще 
в первых книгах своей „Центробарики“; но специально 
этому вопросу посвящена четвертая глава четвертой 
книги, где Гульден подвергает обстоятельному разбору 
„Стереометрию бочек“ Кеплера и „Геометрию неде- 
лимых“ Кавальери. В оценке Кеплера Гульден прояв- 
ляет ббльшую сдержанность, чем Андерсон. Вот что, 
например, говорит он по поводу вышеприведенного 
высказывания последнего. 

„Правда, Андерсон справедливо упрекает Кеплера 
насчет Архимеда, который свои доказательства никогда 
не строил таким образом и такими средствами, но 
сообразовался всегда со строгими законами геометрии, 
пользуясь доказательствами как прямыми, так и от 
противного (воздадим что-нибудь и Кеплеру). Однако 
из этого не следует, что это новое открытие Кеплера 
(речь идет о 20-м предложении) заслуживает полного 
пренебрежения и что ни во что не нужно ставить это 
преобразование фигур. 

Не будем отнимать у Кеплера заслуженной им 
хвалы; ведь при помощи производимого им превра- 
щения он не только устанавливает, что некий цилин- 
дрический сегмент может быть равен яблоку, но 
и показывает, каков именно должен быть этот сегмент. 
Пусть он не дает такого доказательства, которое 
всеми тотчас же могло бы быть принятым, однако 


$] 
а 
5 В 
р ы 
5 
^ 
Рисунек из первого издания „Стереометрии“, соответ- 


ствующий фиг. 16 текста. 
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5 Стереометрия бочек. 
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отсюда он извлекает способ измерения объзма яблока 
и получает меру, которая, повидимому, не расхо- 
дится с истиной и при любых числовых данных дает 
соответствующий результат“. 

Таким образом практический Гульден не хочет 
отбрасывать полезных результатов только потому, 
что они получены подозрительными путями. В проти- 
вовес ригористу Андерсону Гульден находит, что цель 
оправдывает средства. Но это не значит, что самые 
средства он находит правильными. 

„Я считаю, — говорит далее Гульден, — что этот 
кеплеров метод имеет болышое значение для нахожде- 
ния геометрических теорем и решения проблем, но я 
никогда не посоветую применять его для доказатель- 
ства, если существуют другие средства, уже испы- 
танные геометрами. Кто же, особенно, если это че- 
ловек, привыкший к обычным доказательствам Архи- 
меда и Евклида, сможет воспринять этот метод пре. 
вращения, особенно, когда речь идет о вещах менее 
ясных? Я во всяком случае не имею желания ломать 
себе, как говорится, голову или мозги“. Позиция 
Гульдена в этих словах выражена очень ярко. Отчасти 
она совпадает с позицией Архимеда в его неизвестном 
Гульдену „Послании к Эратосфену“, но лишь отчасти, 
потому что Гульден, готовый пользоваться результа- 
тами Кеплера, не хочет сам „ломать себе голову“ 
над методом. 

Как мы увидим, это ему дорого обошлось. Точ- 
ка зрения Гульдена, несмотря на стремление &го смяг- 
5+ 
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чить свое суждение о методах Кеплера, по существу 
резко отличается от тенденции Кеплера. Кеплер видит 
в своих методах наметку доказательства, хотя еще 
и не строгую. По его мнению архимедовы доказатель- 
ства По идее своей строятся именно так, как рассуж- 
дает он, Кеплер. Непрямую форму архимедова дока- 
зательства он рассматривает как подпорку, гарантирую- 
щую несокрушимость здания, а не как фундамент, на 
котором оно строится. И в этом Кеплер прав всецело. 
Конечно, его методы нуждаются еще в обосновании; 
конечно, они еще не дают законченного доказательства, 
но они набрасывают его эскиз, и, что важнее всего, 
они дают #творческий путь не только к обнаружению 
закономерности, но и к ее доказательству. Конечно, 
кеплеровы методы нуждаются еще в установлении 
общих принципов, их направляющих и гарантирую- 
щих от фактических ошибок. Кеплер их еще не 
имеет. Он идет пока ощупью, руководясь своим чутьем, 
аналогиями и часто произвольными допущениями; это 
приводит ето порой даже к ошибкам. Но ошибки 
эти вытекают не из самого метода Кеплера, а либо 
из Н’правильного его применения, либо чаще всего 
из совершенно посторонних источников. Мы вскоре 
познакомим читателя с этими ошибками; пока же 
обратимся еще к критике Гульдена. 

Детальному разбору кеплеровой „Стереометрии“ 
Гульден предпосылает общие замечания о Кеплере и 
его методе. Он указывает, что до него с печатной 
критикой выступал только Андерсон — „благородней- 
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ший и остроумнейший геометр“. Но в устных бесе- 
дах ему пришлось слышать различные отзывы многих 
людей. „Общее мнение, — говорит Гульден, — было 
таково, что он (Кеплер) очень мало заботится о чис- 
тоте и точности геометрии, полагается очень часто на 
аналогии и догадки, постоянно пользуется ненаучными 
умозаключениями и сверх того излагает все свои про- 
изведения невразумительно“. Весь этот букет компли- 
ментов Гульден не сопровождает никакими оговорка- 
ми по существу. Однако он находит для Кеплера если 
не оправдание, то смягчающее вину обстоятельство. 
„Правда, — продолжает он, — человек этот, которого я 
хорошо знал, заслуживает, по моему мнению, извинения. 
Это был человек с блестящими дарованиями, направ- 
ленными притом не на один только предмет, но 
охватывающими всесторонне очень многое. Он и зани- 
мался, действительно, многими вопросами, как это мож- 
но видеть из его работ и книг, изданных как на род- 
ном его языке, так и на латинском. И по многим при- 
чинам он не мог на каждом своем открытии сидеть, 
как курица на яйце; отсюда и могло получиться, что, 
стараясь сделать многое, он проявил меныше понима- 
ния в отдельных вещах и благодаря этому, кажется 
мне, он с недостаточной тщательностью отнозился к 
различным вещам, и в особенности к силе архимедо- 
вых доказательств. И сам он отнюдь не хочет счи- 
тать свои доказательства за совершенные, ибо он го- 
ворит в предисловии к „Стереометрии“: „Точные же 
и во всех отношениях совершенные доказательства 
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может найти в книгах самого Архимеда тот, кто не 
убоится тернистого пути их чтения“. 

Снова мы видим, что при всей своей снисходи- 
тельности критик Кеплера не способен правильно оце- 
нить главного, что заслуживает внимания. Верно, что 
Кеплер часто полагается на аналогии и догадки, но 
это не значит, что он пользуется ненаучными умоза- 
ключениями, ибо свои догадки Кеплер никогда не вы- 
дает за доказательство. Однако Кеплер пользуется не 
только догадками, но и доказательствами, которые не 
становятся ненаучными только потому, что они не 
являются полными и совершенными; они представляют 
собой первую стадию в развитии истинно научных 
методов; они делают первый шаг в направлении за- 
мены кустарных при всем своем совершенстве приемов 
античной математики регулярным методом анализа 
бесконечно-малых. 

Упрек Гульдена в невразумительности кеплеровых 
рассуждений сделан не без оснований. Формулировки, 
даваемые Кеплером, далеко не всегда отчетливы, а 
иногда и вовсе неправильны. Взять хотя бы в пример 
20-е предложение, выше разобранное. В формулировке 
его имеется прямая ошибка. Как мы видели из приве- 
денного его доказательства, передающего в общих чер- 
тах рассуждение Кеплера, цилиндрический сегмент, 
представляющий разность поясов сферы и яблока, дол- 
жен иметь основанием сегмент круга, образующий сво- 
им вращением эти пояса. Между тем у Кеплера в ус- 
ловии 20-го предложения сказано, что основанием 
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цилиндрического сегмента служит сегмент, доНолня- 
ющий до полного круга сегмент, вращением которого 
произведено яблоко („си1$ зесошепИ Баз1$ ез{ зехтеп- 
Фит, дио@ дейсй ш Ноига, дчае 1епй ша] ит“). Быть 
может, эта ошибочная формулировка, противоречащая 
данному ниже доказательству, вызвана была тем, что 
на чертеже оба вышеуказанные сегменты взяты были 
случайно равными. Во всяком случае, ошибка подоб- 
ного рода является результатом поспешности, рассеян- 
ности, небрежности автора. Читатель „Стереометрии“ 
должен быть об этом предупрежден, тем более, что 
как Фриш, издатель полного собрания работ Кеплера, 
так и проф. Свешников,‘ автор печатаемого здесь пе- 
ревода, не указывают этих ошибок читателю. Та же 
недоделанность чувствуется и в построении предложе- 
ний. Сравнив, например, приведенное выше доказа- 
тельство теоремы 20-Й с подлинным текстом Кеплера, 
мы увидим, что Кеплер делает совершенно ненужный 
для развития его мысли шаг, определяя не сразу об’ъем 
пояса яблока, а предварительно объем „вырезываемого“ 
из шара цилиндрического тела. 

Поспешность и небрежность Кеплера сказывается 
не только в неправильности формулировок, противо- 
речащих самому ходу его мыслей, — она проявляется и 
в том, что порой даже правильные высказываемые 
Кеплером предложения доказываются им неверно, и 
ошибки носят часто совершенно элементарный харак- 
тер. Характерным примером могут служить первые 
предложения второй части „Стереометрии“, представ- 
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ляющие для нас интерес и в других отношениях. Целью 
их является показать, что из всех цилиндров, вписан- 
ных в данный шар, наибольший объем имеет тот, 
у которого отношение диаметра основания к высоте 
равно ИЗ: 1 (предложение 5-е, ч. П). 

Первое предложение устанавливает, что из всех 
упомянутых цилиндров наибольшую площадь осевого 
сечения имеет тот, у которэ- 
го диаметр основания равен 
высоте. Доказательство со- 
вершенно элементарно. На 
фиг. 6 АС — диаметр шара, 
[С — диаметр основания и 
АГ — высота указанного ци- 
линдра; СН и НА — диаметр 
основания и высота какого- 

Фиг. 6. либо иного вписанного в шар 
цилиндра. Площади сечений 

пропорциональны произведениям диаметра АС на отрез- 
ки /М, НМ и т. д. Очевидно, наибольшей площадь се- 
чения будет тогда, когда высота равна ГА. Доказав это, 
Кеплер замечает: „Не хочу скрывать ошибки, в кото- 
рую меня первоначально ввэргло поверхностное рас- 
смотрение этой теоремы, ибо это напоминание пре- 
дупредит читателя, чтобы он остерегался в других 
случаях подобных же ошибок“. Далее Кеплер приводит 
ошибочное заключение, приведшее его к выводу, что 
вписанный в сферу цилиндр с наиболыней площадью 
соевого сечения должен иметь и наибольший объем. 
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Такая общительность автора, его внимание 
к читателю, его непосредственность всецело искупают 
вышеуказанные недостатки кеплерова изложения. Эти 
черты, как мы указывали, в связи с его астрономи- 
ческими произведениями, характерны для всех работ 
Кеплера; в них отражаются обаятельные черты его 
личного характера, тогда как небрежность и поспеш- 
ность, о которых мы только что говорили, в значи- 
тельной степени мы должны отнести за счет внешних 
условий его жизни, с которыми мы также знакомы. 
И потому мы не должны считать, что Кеплер не 
заботится об интересах читателя, когда непосредствен- 
но вслед затем, как он предупредил его от возмож- 
ной ошибки в малоисследованной области учения 
о наибольших и наименыших значениях величин, тут 
же он допускает в своем рассуждении элементарную 
ошибку, которая, правда, не приводит в данном 
случае к ошибочному результату. В третьем предло- 
жении второй части Кеплер дает доказательство того, 
что цилиндр первой теоремы не имеет наибольшего 
объема. Для этого он сравнивает объем этого ци- 
линдра с объемом соседнего цилиндра с меньшей 
высотой НА. Отношение к первому, как нетрудно ви- 
деть, равно отношению 

СТ. №М:СН.НМ. 

Чтобы доказать, что второй цилиндр имеет объем, 

меньший, чем первый, Кеплер должен доказать, что 


СН | м | 
отношение ср болыше отношения эт; . Кеплер бе- 


714 М. Я. Выгодский 


рет за исходный пункт положение, им не доказываемое, 
что при равных небольших изменениях отношение 
синусов вблизи 45° больше, чем вблизи 90°. Как не- 
трудно видеть, /С является двойным синусом дуги 45°, 
а НС — дуги немного большей, причем разность этих 
дуг равна половине дуги ‚НГ. Поэтому, согласно 
исходному положению Кеплера, мы имеем неравенство; 


(точка Н'— середина дуги /Н). 
Отсюда Кеплер заключает, что 


<" СГ <> М— НМ; 


это заключение совершенно неправомерно, так как 
С 
— < НМ'!. 


Допустив в умозаключении такую ошибку, непро- 
стительную даже для посредственного математика его 
эпохи, Кеплер продолжает рассуждение: так как раз- 
ность /^ — Н'М!' примерно вдвое меньше разности 
ИМ— НМ (не забудем, что дуга //1 предполагается до- 
статочно малой), то из предыдущего неравенства следует 


СНЬ— СГ. (М — НМ. 
Отсюда Кеплер, переходя обратно от разностей 
к частным, заключает, что 


СН 
ст > НИ ЯМ. 
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Это заключение опять неправомерно, так как 


СГ >> НМ. 


Итак, Кеплер допустил вторую грубую логиче- 
скую ошибку, но получил нужный ему результат. Этот 
результат не содержит ошибки лишь потому, что в 
данном случае при достаточной малости дуги /Н раз- 
ность /М— НМ сколь угодно мала по отношению 
к разности СН — С. 

Никак нельзя допустить, что Кеплер мог бы 
при тщательном просмотре этого доказательства не 
заметить этих ошибок. Он просто торопится сделать 
главное, он даже, видимо, доволен „изяществом“ рас- 
суждения, ибо по существу он мог бы обойтись 
без всякого доказательства, поскольку его доказатель- 
‘ство опирается на недоказанное утверждение, ничуть 
не менее очевидное, чем доказываемое. 

Ошибки Кеплера происходят не от недостатка 
предупредительности к читателю, а скорее от избытка 
ее. В самом деле, дальше, в предложении 5-м, Кеп- 
лер докажет, что максимальный объем имеет цилиндр 
с отношением диаметра основания к высоте И2:1; 
значит, ему вообще незачем доказывать, что цилиндр 
с квадратным осевым сечением не имеет максималь- 
ного объема. Он делает это потому, что он развер- 
тывает перед читателем картину того, как сам он 
шел шаг за шагом в развитии своих построений. Он 
вводит читателя в лабораторию своей творческой 
мысли. Он подходит к читателю не как неприступ- 
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ный Небожитель, а как старший товарищ, как 
чуткий и внимательный учитель. 

С этой же целью он показывает читателю раз- 
личные пути к решению одной и той же проблемы. 
Так, только что упомянутое предложение 5-е доказы- 
вается двумя способами. В одном из них непосред- 
ственно сравнивается объем названного цилиндра 
с объемами цилиндров, вписанных в ту же сферу, но 
имеющих несколько большую и несколько меньшую вы- 
соту. В другом способе вопрос сводится к нахождению 
параллелепипеда с квадратным основанием, вписанного 
в сферу и имеющего наиболыний объем. Таким парал- 
лелепипедом оказывается куб; это было изящно дока- 
зано в предыдущей теореме 4-й непосредственным 
сравнением объема куба с объемами мало отличающихся 
от него параллелепипедов. И здесь мы можем отметить 
тот же откровенный показ Кеплером своих творческих 
путей. При всем изяществе вышеуказанных доказа- 
тельств у читателя должно было бы остаться хорошо 
знакомое каждому, кто хоть немного занимался ма- 
тематикой, чувство неудовлетворения: почему автор 
пришел к мысли взять именно данный цилиндр, а 
не какой-либо иной. Но читатель Кеплера получает 
полный ответ на этот вопрос: при решении вопроса 
о цилиндре максимального объема (этот вопрос тесно 
связан с центральной темой сочинения о наивыгод- 
нейшей форме винных бочек) Кеплеру естественно 
приходит мысль рассмотреть более простую задачу 
о параллелепипеде, и он легко убеждается в том, что 
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Рисунки из первого издания „Стереометри“ соответст- 


вуюшие фиг. 25 (верхний) и фиг. 8 (нижний). Характерна 


штриховка, подчеркивающая телесность фигур. 
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вписанный в сферу цилиндр и параллелепипед, впи- 
санный в него (а значит, и в сферу), сохраняя по- 
стоянное отношение объемов, одновременно получают 
максимум объема. Тогда возникает вопрос о макси- 
мальном вписанном в сферу параллелепипеде. Догадка, 
что это должен быть куб, вытекает у Кеплера из 
соображений, которыми он спешит поделиться с чи- 
тателем. Это прежде всего аналогия с вписанным в 
круг прямоугольником — теперь нам понятно, каково 
значение 1-го предложения 2-й части, которое само 
по себе совершенно не используется в дальнейшем. 
Далее, это индуктивные соображения более тонкого 
характера. 

„Из всех плоских фигур, ограниченных равными 
периметрами, круг, — говорит Кеплер, — самый вме- 
стительный, как доказал Папп в 65-Й своей книге. 
Но и из площадей, ограниченных одинаковым числом 
сторон и обладающих равными периметрами, более 
вместительны те, которые более схожи с кругом. Кроме 
того, из обладающих равными периметрами сегментов 
различных кругов самым вместительным является полу- 
круг. Таким же образом и куб` является наиболее 
вместительным из всех тел, ограниченных равными с 
ним поверхностями. И из равноповерхностных правиль- 
ных многогранников вместительнее тот, который бо- 
лее схож со сферой размерами и числом своих граней... 
Все это есть у Паппа в 5-й его книге. Относительно 
же равноповерхностных сегментов различных сфер 
Архимед доказал, что наивместительнейшим из всех 
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является тот, который ограничен полусферой. Этим 
шар и круг выделяются своими свойствами из числа 
других фигур, с ними равнопериметренных. Если же 
мы оставим в стороне равенство поверхностей, а вместо 
этого зададим одну и ту же для всех многогранников 
описанную сферу, для некоторых многогранников полу- 
чается обратное; так, например, додекаэдр оказывается 
больше, чем икосаэдр, что доказали Аполлоний и 
Гипсикл в дополнениях своих к Евклиду, но и это 
происходит вследствие того же свойства шара и вслед- 
ствие господствующего и здесь сходства фигуры и 
шара. В самом деле, раньше, когда поверхности были 
равными, сходство с шаром состояло в множественности 
граней, теперь же, когда вершины углов в обеих фи- 
гурах должны располагаться на равных шарах, этим 
и определяется расположение углов на шаре, и сход- 
ство с шаром состоит теперь в множественности углов, 
число которых в додекаэдре больше, чем в икосаэдре. 

При таком положении дел естественно прэдстав- 
ляется, что и среди тел, имеющих одно и то же число 
граней и вписанных в данный шар, более вместительным 
будет то, которое более схоже с шаром; и здесь сход- 
ство состоит в равенстве и подобии граней и в числен- 
ности углов. А эти свойства присущи кубу в болышней 
степени, чем другим параллелепипедам“. 

Вот каковы те „аналогии“; на которые, как. ‚го- 
ворит Гульден, Кеплер „слишком часто полагается“, 
Но это не верно. /[/олагаться на аналогии Кеплер 
не имеет привычки. „Но ты скажешь, — продолжает 
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Кеплер, — что все это получено из аналогии. Поэтому 
я предлагаю и полное доказательство, которое имеет 
только то неудобство, что на плоском чертеже нужно 
воображать мелкие телесные сечения“. Вслед затем идет 
строгое доказательство предложения, предвосхищен- 
ного вышеприведенной индукцией. 

Кроме индукции „по аналогии“ Кеплер широко 
пользуется и индукцией вычислительной. Так, в пре- 
дыдущем 8-м предложении вычисляются объемы парал- 
лелепипедов, вписанных в сферу, диаметр которой 
принят за 20 единиц и составляется таблица объемов, 
соответствующих всем высотам от 1 до 20. Указанная 
закономерность обнаруживается и на этой таблице. 

Чтобы покончить с этой группой предложений, 
мы должны сделать еще одно важное замечание. Не слу- 
чайно Кеплер считает наивыгоднейшей формой бочки 
ту, которая при заданной диагонали поперечного сече- 
ния имеет наибольший объем. И не на экономию в 
материале, не имеющую большого практического зна- 
чения, направлено его внимание. Нет, он хочет уста- 
новить теоретически, что австрийские бочки, в отличие 
от бочек, употребляемых в других местностях, имеют 
то преимущество, что при их деформации они испы- 
тывают наименьшее измененче объема, что предохра- 
‚няет их от ссыхания и порчи. Он прямо указывает 
(теорема \, добавление П]), что свойство незначительно 
изменяться пр надлежит максимальным значениям изме- 
няющейся величины. „Фигуры по обе стороны от их 
наибольшей вместимости обладают вначале нечувстви- 
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тельным убыванием“. Здесь в достаточно общей фор- 
ме высказан тот критерий экстремальности, который 
спустя четверть века Ферма положил в основу своего 
аналитического способа разыскания максимума и мини- 
мума, совпадающего по существу с современным. 
Кеплер, правда, не пользуется еще этим критерием 
для нахождения экстремальных тел и фигур; здесь он 
руководствуется, как мы видели, другими соображе- 
ниями. Но он отчетливо сознает общность того свой- 
ства, которое явилось одним из источников развития 
диференциального исчисления; добавим, что ему же, 
как мы видели выше, принадлежит та трактовка про- 
блемы нахождения объема и площади, которая поло- 
жила начало интегральному исчислению. Этим доста- 
точно обрисовывается роль Кеплера в создании новой 
математики. 

Обратимся, однако, снова к методу Кеплера и 
той критике, которой его подверг Гульден. Наиболее 
выигрышным моментом в этой критике было, конечно, 
указание на ряд сделанных Кеплером фактических 
ошибок. Мы, однако, уже указывали, что такие ошибки 
проистекали вовсе не из существа применяемых Кепле- 
ром методов. Ошибки эти проистекали преимуще- 
ственно из применения „аналогий“, „заключений по 
вероятности“, которыми Кеплер широко и, вообще 
говоря, успешно пользовался, но которым, как мы ука- 
зывали, он и сам не придавал значения доказательства. 

Так, например, уже в первом предложении „Сте- 
реометрии“ (в „примечании“ к нему} Кеплер, ссылаясь 
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на свое сочинение о движении Марса, утверждает, что 
длина эллипса равна (мы пользуемся современной за- 
писью) п(а--65), где а и 2 — полуоси эллипса. Этот 
вывод сделан „по аналогии“ с площадью эллипса, ко- 
торая есть средняя геометрическая площадей кругов 
с радиусами аи 6. Кеплер полагает поэтому, что 
длина эллипса должна 
быть средним арифмети- 
ческим длин окружно- 
стей тех же кругов. Убе- 
ждается он в справедли- 
вости этого грубым чи- 
словым расчетом, не об- 
наруживающим ошибоч- 
ности этого положения 
для эллипса с неболь- 
шим  эксцентриситетом. Фиг. 7. 

Очень характерным 
примером ошибочного утверждения является 25-е пред- 
ложение 1-й части. Оно гласит: „Сегмент шара, пови- 
димому, относится к полулимону, образованному тем 
же сегментом круга, как радиус основания сегмента 
к его оси или высоте“. 

Напомним, что лимоном Кеплер называет тело, 
получаемое вращением кругового сегмента АСВ во- 
круг оси АВ. Сегмент же шара получается вращением 
того же сегмента вокруг оси ОС (фиг. 7). 

Обратим внимание прежде всего на то, что Кеп- 
лер в самой формулировке предложения употребляет 
6* 
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слово „повидимому“. Этот оборот речи, столь необыч- 
ный для современной, так же как и для тогдашней 
мате’затической литературы, подчеркивает, что Кеплер 
отнюдь не выдает свои рассуждения за доказательство. 
Более того, он прямо говорит в начале текста пред- 
ложения: „Законное доказательство (4етопзаНопет 
1е2Ципат) пусть ищут другие. Я же, не будучи в состоя- 
нии доказать это аподиктически, попытаюсь подтвер- 
дить описательно*, пользуясь четырьмя соображениями“. 

Эти четыре соображения таковы. Прежде всего 
Кеплер указывает на то, что предложение верно для 
двух крайних случаев, именно для случая, когда хорда 
АВ есть диаметр, и для случая „наименьшего сегмента, 
являющегося как бы последней границей всех сегмен- 
тов“ (ш шшипо зертепю её уешй ш иНто ошишит 
зелтеп{огит {егт!по). В эту своеобразную для ХУН века _ 
форму предельного соотношения (вспомним хотя бы 
„последнее отношение“ Ньютона} Кеплер вкладывает 
такое конкретное содержание: он отождествляет бес- 
конечно малый шаровой сегмент с конусом, имеющим 
вершиной С и основанием бесконечно малый круг 
диаметра АВ; бесконечно малый полулимон он отожде- 
ствляет с конусом, имеющим вершиной Аи осно- 
ванием круг диаметра СЕ. Для таких конусов отно- 
шение объемов действительно равно АД: ОС. Кеплер 
утверждает теперь то же и для отношения объемов 


* В подлиннике непереводимая игра слов: „дио@ поп 
ро5зит аробсИсе, сошргобабо сйсе“. 
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шарового сегмента и полулимона на основании свое- 
образной „интерполяции“, только что приведенной. 

Второе соображение, приводимое Кеплером в 
пользу справедливости его гипотезы, состоит в том, 
что она справедлива для двух „полусфероидов“, т. е. 
для половин эллипсоидов вращения с осями АВ и СЕ 
(причем в одном из эллипсоидов осью вращения слу- 
жит АБВ, в другом СЕ). Привлечение эллипсоидов 
мотивируется тем, что „удлиненный сфероид можно 
считать вписанным в сжатый, подобно тому как ли- 
мон можно считать вписанным в удвоенный шаровой 
сегмент“. 

Третье соображение сводится к тому, что отличие 
объемов тел ‘вращения от объемов конусов обуслов- 
ливается наличием „наклонных сегментов“ СВ и СА. 
Оценивая „на-глаз“ те приращения, которые получают 
при этом объемы конусов, Кеплер предполагает, что 
эти приращения должны оказаться пропорциональными 
самим объемам. 

Наконец, четвертым соображением является чис- 
ловая провгрка. Она проводится для того случая, когда 
отношение АД:ДС равно 9:1, т. е. для случая, 
близкого к „последней границе“. Поэтому Кеплер 
(который прежде установил точное выражение для 
объема лимона, аналогичное выражению объема яблока}, 
принимая радиус шара за 100000 единиц длины и 
производя выкладки с точностью до единицы, не на- 
ходит никакого отклонения вычисленного результата 
от предполагаемого, Между тем предположение Кеп- 


86- М. Я. Выгодский 


лера, несмотря на обилие аргументов „по аналогии“, 
оказывается ошибочным, и Гульден в своей критике не 
без язвительности замечает: „Кеплер советует: „пусть 
законное доказательство ищут другие“. Но кто же 
захочет искать то, чего найти нельзя? И так как 
Кеплер апеллирует к числам, призовем же их на по- 
мощь в качестве пробного камня, чтобы они нас на- 
ставили, следует ли или не следует искать доказатель- 
ство“. Гульден делит диаметр на 10000000 частей, 
и тогда обнаруживается несогласие результата с пред- 
положением. 

Эта и ей подобные ошибки Кеплера служат в ру- 
ках Гульдена средством доказательства ненадежности 
метода Кеплера. Но здесь-то и обнаруживается узость 
и близорукость педантичного защитника традиции. 
Отказываясь „ломать себе голову“ над доказатель- 
ствами Кеплера, Гульден закрывал себе и другим дорогу 
не только к развитию новых методов, но и к доказа- 
тельству ряда предложений, известных уже античным 
геометрам. В этом отношении чрезвычайно поучителен 
один Пример, относящийся к деятельности самого 
Гульдена; он настолько интересен, что я приведу его, 
несмотря на то, что он не имеет прямого отношения 
к гульденовской критике Кеплера. 

Я имею в виду предложения, известные каждому 
под именем теорем Гульдена. Одно из них утверждает, 
что объем тела, образуемого вращением замкнутой 
фигуры вокруг непересекающей ее оси, равен про- 
изведению площади этой фигуры на длину окруж- 
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ности, описываемой при вращении центром тяжести 
фигуры. Другое устанавливает аналогичное свойство 
для поверхности, полученной вращением какой-либо 
дуги вокруг непересекающей ее оси. 

Благодаря этим предложениям имя Гульдена из- 
вестно сейчас миллионам людей, большинство которых 
не подозревает даже о той роли, которую сыграл для 
современной математики Кеплер. Но мало кто знает 
также, что полная и точная формулировка „теорем 
Гульдена“ встречается (без доказательства) у древне- 
греческого математика Паппа. Знал ли об этом Гуль- 
ден? Я не решаюсь это утверждать безусловно, но 
считаю очень маловероятным противное утверждение. 
Как бы то ни было Гульден ни словом не упоминает 
о Паппе и в своей „Центробарике“ дает свое „доказа- 
тельство“ обоих предложений. 

Но что это за доказательство? Вот как рассу- 
ждает Гульден. Объем „прямой степени“ (рфез{а$ 41- 
тефа), т. е. параллелепипеда, цилиндра, получается, 
говорит Гульден, умножением площади, производящей 
его своим движением, на длину пройденного при дви- 
жении пути. „Подобным же образом можно рассуждать 
и о происхождении и составлении круглых степеней 
‚ (т. е. о нахождении объемов тел вращения. — М. В.). 
Именно, так же как и при составлении прямых сте- 
пеней, круглую степень нужно разделить на части и, 
определив их величину, умножить на кратчайшую ли- 
нию их вращательного движения. Точно так же при 
составлении прямой степени нужно множить величину, 
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возводимую в высшую степень (т. е. площадь при 
образовании объема, линию при образовании пло- 
щади. — М. В.), на кратчайшую прямую линию; эта 
линия единственна или, если хотим, мы можем счи- 
тать, что их много, но они между собой все равны 
и перпендикулярны к одной и той же величине. Но 
какую же из всех линий мы назовем кратчайшей и 
в то же время единственной при составлении тел 
вращения (11 сошрозНопе поипаа)? Эта линия кру- 
говая, так как необходимо, чтобы движение, т. е. 
вращение, было круговым. Но таких линий бесконеч- 
ное число как равных, так и не равных между собой. 
Части вращающегося количества, чем далыше они от- 
стоят от центра или от оси вращения, тем большие 
количества или степени описывают, так как делают 
больший обход, и, напротив, чем ближе части под- 
ступают к оси вращения, тем меньший обход они 
делают и тем меньшее количество производят. Нужно 
найти нечто среднее, так чтобы части внешние и 
внутренние, т. е. по ту и по сю сторону описываемые, 
некиим образом уравнивались. 

А это будет в том случае, если за круговую 
линию, которую надлежит множить на вращающееся 
количество, будет принята та, которую при вращении 
описывает центр тяжести вращающейся величины; 
такая линия имеется одна и единственная“. 

Мы привели полностью рассуждения Гульдена. 
Они чрезвычайно напоминают кеплеровы суждения 
„по аналогии“. Но Кеплер не считает подобные - до- 
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воды строгим доказательством. Гульден же, критик 
Кеплера, вполне удовлетворен своим выводом. Фор- 
мулировав свое предложение, он заявляет, что оно 
„не нуждается ни в каком другом доказательстве“. 
Он говорит, что предложение это подтверждается рас- 
смотрением всех известных частных случаев, и пре- 
доставляет „более сведущим геометрам“, если им 
угодно, высказать свое суждение *. 

Этот полуиронический призыв, казалось бы, яв- 
лялся более чем неуместным именно для Гульдена. 
Но, повидимому, Гульден немало потрудился сам, 
чтобы найти более строгое доказательство, и труды 
его не увенчались успехом. Этого, однако, не случи- 
лось бы, если бы Гульден не плевал в колодец Кеп- 
лера, который пригодился очень многим математикам 
ХУП века, способным отрешиться от педантизма и 
почувствовать силу и мощь новых путей, впервые 
указанных гениальным немцем. 

Действительно, история отплатила Гульдену горь- 
кой иронией. Шесть лет спустя после выхода чет- 
вертой книги „Центробарики“, в которой он наряду 
со „Стереометрией бочек“ Кеплера подверг такой же 
„уничтожающей“ критике „Геометрию неделимых“ Ка- 
вальери, последний выпустил свое сочинение „Шесть 
геометрических этюдов“, содержащее подробнейший 
ответ на все возражения Гульдена. Гульдена уже’ не 
было в живых, когда появилась книга Кавальери, и 


* Р. а ц1а1пь, Сепёгофагуса, [4Ъ.П, сар. УШ, ргор. Ш р. 145. 
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потому мы не знаем, как реагировал бы он на то, 
что Кавальери при помощи отвергаемого Гульденом 
метода мимоходом дает доказательство той теоремы, 
которую сам Гульден сформулировал, но не мог 
строго доказать. Вместо длинных и расплывчатых 
рассуждений Гульдена Кавальери приводит четкое и 

ясное доказательство, сообщенное ему, 

по его собственным словам, Антонио 


7. 

н [\ 8 рокка за два года до написания 
6 с книги. 

|| 


Вот это доказательство. Пусть фи- 

гура АВСОЕ вращается вокруг оси АБ 

(фиг. 8). Кавальери рассматривает слу- 

чай, когда ось вращения является частью 

периметра фигуры и когда. ординаты 

Фиг. 8. ВН, ССЦ.,... пересекают периметр фигуры 

(помимо оси вращения) только один раз; 

однако его рассуждение нетрудно распространить на 
совершенно общий случай. 

Итак, пусть фигура АВСОЕ производит тело 
враеения с осью АЕ. Объем этого тела вращения 
пропорционален сумме площадей „всех“ ординат. Но 
квадрат каждой ординаты пропорционален ее статиче- 
скому моменту относительно оси вращения. Поэтому 
объем тела вращения пропорционален сумме моментов 
„всех ординат“, т. е. моменту центра тяжести, равно- 
му произведению площади фигуры на расстояние ОС 
центра ее тяжести О до оси вращения. Объем про- 
порционален, конечно, и произведению площади фи- 
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гуры на длину окружности радиуса ОС. Что он так- 
же и равен этой величине следует из того, что для 
цилиндра, например, это равенство справедливо *. Та- 
ково доказательство Кавальери; небольшой его моди- 
фикацией мы получаем вполне современное доказатель- 
ство „теоремы Гульдена“. 

Мы достаточно подробно разобрали на ряде кон- 
кретных примеров метод и стиль „Стереометрии бо- 
чек“, мы познакомили читателя с критикой, которой 
подверглись методы и приемы Кеплера. Нам остается 
теперь подвести итоги и дать общую оценку матема- 
тическому произведению Кеплера. 

Это произведение носит на себе яркую печать 
своего времени и в то же время ярко отражает инди- 
видуальность его автора. 

От эпохи в нем не только проблематика, не 
только своеобразие методов, но и стиль. Это была 
эпоха отважных путешественников, жаждой наживы и 
славы влекомых в дальние страны, самое существование 
которых часто внушало сомнения; это была эпоха за- 
воевателей, с горсточкой примитивно вооруженных 
людей покорявших новые земли; это была эпоха 
алхимиков, изощрявших фантазию в поисках фи- 
лософского камня. Подобно этим героям раннего 
капитализма Кеплер вторгается в малоизведанную об- 
ласть, вооруженный довольно скромным арсеналом ма- 
тематических знаний; подобно алхимикам он хочет найти 


* Саута 11ет: В., ЕхегсНаНопез сеоте{сае зех, р. 229. 
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сокровенную тайну античного метода исчерпывания; 
подобно смелым завоевателям он пренебрегает стере- 
гущей его на каждом шагу опасностью потерпеть 
неудачу. 

Дух эпохи отражается и на форме произведения 
Кеплера. Оно предназначено не для узкого круга ис- 
следователей, углубившихся в абстрактную трактовку` 
вопросов математики. Поэтому Кеплер не может пли- 
сать на бесстрастном языке Евклида; поэтому Кеплер 
не может взять своим образцом даже стиль Архимеда. 
Он отсылает читателей к самому Архимеду всюду, 
где в угоду безупречности изложения ему пришлось 
бы жертвовать доступностью. Он хочет, чтобы книга 
его была доступна не только представителю школьной 
учености, но и более широкому кругу полуобразован- 
ной публики, мастерам, архитекторам, художникам и 
другим представителям тогдашней интеллигенции, об- 
служивавшей потребности господствующих групп. Ла- 
тинский язык, на котором написал Кеплер „Стереомет- 
рию бочек“, служил препятствием к распространению 
книги в этих кругах. Кеплер выпустил ее популярное 
немецкое издание. 

Распространению „Стереометрии“ немало содей- 
ствовали индивидуальные особенности стиля. Кеплера, 
ибо они как нельзя лучше соответствовали вышеука- 
занным требованиям эпохи. Кеплер, прежде всего, 
чрезвычайно живая личность. Мы видели из биогра- 
фического очерка, как много Кеплеру приходилось 
чувствовать жизнь с ее немногими светлыми и мно- 
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гими темными сторонами. Мы видели, как откликался 
он на разнообразные потребности жизни во всех своих 
работах. И здесь, в „Стереометрии бочек“, самая 
тема которой заимствована из жизни, Кеплер много- 
кратно перекликается с житейскими темами. Он не 
упускает случая там, где это уместно, извлечь прак- 
тические указания из геометрических своих открытий. 
Он там и сям сообщает, какие наблюдения натолк- 
нули его на абстрактные размышления. 

В тесной связи с этой живостью личности Кеп- 
лера стоит образная форма его мышления, то и дело 
проявляющаяся в „Стереометрии“. Она проявляется 
даже в названиях, которые он дает вводимым им гео- 
метрическим объектам. Яблоки, груши, сливы, лимо- 
ны, айва, земляника, сосновая шишка, турецкая чалма 
и другие необычные для математического труда прел- 
меты украшают страницы сочинения Кеплера. Но более 
того, образное мышление сказывается и в приемах ин- 
дукции, которой, как мы видели, широко пользуется 
Кеплер. Разве не этой образностью проникнуто приве- 
денное выше рассуждение о чертах сходства многогран- 
ника с шаром? Наконец, самый факт откровенного при- 
менения смелой индукции представляет собой у Кеп- 
лера продукт художественной фантазии и также при- 
дает его творчеству характер необычайной живости. 

Если мы теперь обратимся к характеристике до- 
стижений Кеплера, то и здесь мы найдем неслучайное 
созвучие с эпохой великих открытий. Кеплер впервые 
в новое время поставил ногу на новый материк, по- 
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ложив основу новому подходу к проблеме квадратуры. 
Здесь Кеплер является если не основоположником 
метода интегрального исчисления, то его предтечей. 
Но Кеплер, как мы видели, с гениальным чутьем пред- 
восхитил и метод диференциального исчисления. Од- 
нако здесь его непосредственное влияние на позд- 
нейшую науку вряд ли было велико. 

Таким образом „Стереометрия бочек“ является 
интереснейшим документом интереснейшей эпохи; не- 
которые трудности, неразрывно связанные с чтением 
страниц, написанных более трех веков назад, с из- 
бытком искупаются тем, что они, действительно, вос- 
крешают и оживляют то время, когда закладывались 
первые камни нового общественного строя и первые 
камни новой науки. И если Кеплер в своей эпитафии 
говорит, что дух его при жизни жил на небе, то мы 
с большим правом можем сказать, что через 300 лет 
после его смерти дух его еще живет на земле. 


ПрРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА 


С точки зрения истории анзлиза бесконечно- 
малых представляет выдающийся интерес предлагае- 
мое сочинение Кеплера — „Стереометрия бочек“ — как 
первая работа нового времени, вводящая в геометрию 
явно бесконечно’ малые величины и принципы инте- 
грального исчисления. Хотя, как говорит сам Кеплер 
во введении, поводом и целью написания книжки пер- 
воначально явился совершенно частный и практиче- 
ский вопрос об измерении объема винных бочек при 
помощи одного промера их поперечной длины, весь 
интересе сосредоточивается на общих принципах 
определения с помощью бесконечно малых величин 
объемов тел вращения. 

В этом отношении самой интересной частью кни- 
ги является ее второй отдел — Дополнение к Архиме- 
ду. В этом же отделе в теореме ХХУП мы встреча- 
емся в первый раз в истории математики в сущности 
с задачей интегрирования диференциального уравне- 
ния, разумеется, в геометрической форме — пострсе- 
ния конического сечения по данному свойству его 
касательной. В части, посвященной специально сте“ 
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реометрии австрийской бочки, Кеплер рассматривает 
ряд задач на максимум. Хотя строгие доказательства 
ему удается дать в чисто геометрической форме, но 
во многих местах он явно рассуждает совсем в духе 
современного диференциального исчисления, опираясь 
на свойства непрерывности и обращения в нуль 
производной при максимальном значении. 

Вводя по существу в геометрию новые идеи, 
Кеплер сохраняет для выражения своих теорем обыч- 
ные евклидовские формы и совершенно не пользуется 
услугами нарождающейся в то же время алгебры, а 
постоянно прибегает к различным свойствам пропор- 
ций, от чего изложение во многих местах страдает 
запутанностью и тяжеловесностью. В переводе со- 
хранена риторическая форма изложения, но в боль- 
шинстве случаев в примечаниях указаны соответству- 
ющие алгебраические формулы. Кроме того, плохой 
латинский язык оригинала потребовал вставки в рус- 
ский текст отдельных слов и дополнительных фраз, 
которые заключены в скобки. Некоторые непра- 
вильные выводы Кеплера оставлены и в переводе 
неисправленными. 

Сочинение Кеплера вызвало болышой интерес у 
современных ему математиков Гульдена, Андерсона, 
Бригга и др., из которых некоторые подвергали 
критике его методы и выводы, другие — их очень 
одобряли. 

Позднее, в ХУШ вэке, методы Кеплера были 
пересмотрены с точки зрелия уже развившегося ана- 
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лиза в работах Пфлейдера и Ламберта. Эти работы 
упомянуты в прекрасном критическом издании трудов 
Кеплера Фришем в 1863 году, с которого и сделан 
предлагаемый полный русский перевод. В 1908 году 
в серии Оствальда появился немецкий перевод этого 
труда Кеплера, но неполный. 


Г. Свешников 


1 Стгреометрия бочек. 


НОВАЯ 
СТЕРЕОМЕТРИЯ 
ВИННЫХ БОЧЕК 


ПРЕИМУЩЕСТВЕННО АВСТРИЙСКИХ. 
КАК ИМЕЮЩИХ САМУЮ ВЫГОДНУЮ 
ФОРМУ И ИСКЛЮЧИТЕЛЬНО 
УДОБНОЕ УПОТРЕБЛЕНИЕ 
ДЛЯ НИХ КУБИЧЕСКОЙ 
ЛИНЕЙКИ 


С ПРИСОЕДИНЕНИЕМ ДОПОЛНЕНИЯ 
АРХИМЕДОВОЙИ СТЕРЕОМЕТРИИ 


СОЧИНЕНИЕ 


ИОГАННА КЕПЛАЕРА 


МАТЕМАТИКА 
ИМПЕРАТОРА ЦЕЗАРЯ МАТВЕЯ 1 
ИЕГО ВЕРНЫХ ЧИНОВ ВЕРХНЕЙ АВСТРИИ 
С ЦЕЗАРСКОЙ ПРИВИЛЕГИЕЙ 
НА ХУ ЛЕТ 


СВЕГЛЕЙШЕМУ ГОСПОДИНУ 
МАКСИМИЛИАНУ, 


ВЛАСТИТЕЛЮ 

ЛихтеЕнштеЕЙНА и  НИКЕЛЬСБУРГА, ВЛАСТИТЕЛЮ 

РАБЕНСБУРГА, ГОГЕНАУГЕНА, БУТТАВИЦА, ПОЗЕРИЦА, 

НЕОГРАДА; СОВЕТНИКУ, КАМЕРАРИЮ И КОНЮШЕМУ 
СВЯЩЕННОГО ЦЕЗАРСКОГО ВЕЛИЧЕСТВА и Т. Д., 


А ТАКЖЕ И ЗНАТНОМУ И БЛАГОРОДНОМУ ГОСПОДИНУ 
ГЕЛЬМГАРДУ ИОРГЕРУ 


ГОСПОДИНУ 


ТоллетА, КЕПБАХА, ГРЕБИНГА, ГЕРНАЛЯ, ШТЕЙЕР- 
эккА, ЭРЛАХА; ВЛАДЕТЕЛЬНОМУ БАРОНУ КРЕЙСБАХ- 
СКОМУ ; НАСЛЕДНОМУ ПРОВИНЦИАЛЬНОМУ ДВОРЦОВОМУ 
МАГИСТРУ — ВЕРХНЕАВСТРИЙСКОГО —ЭРЦГЕРЦОГСТВА, 
ПРИДВОРНОМУ СОВЕТНИКУ СВЯЩЕННОГО ЦЕЗАРСКОГО 
ВЕЛИЧЕСТВА И ТЕПЕРЕШНЕМУ ПРЕДСТАВИТЕЛЮ 
ОТ БАРОНОВ НАЗВАННОЙ ПРОВИНЦИИ, 


ГОСУДАРЯМ МОИМ ВСЕМИЛОСТИВЕЙШИМ 


В ноябре прошлого года, светлейший господин 
и знатный и благородный барон, государи мои ми- 
лостивые, я ввел в свой дом новую супругу в то 
время, когда Австрия, закончив обильный сбор благо- 
родного винограда, распределяла свои богатства, 
разослав вверх по Дунаю нагруженные баржи, в нашем 
Норике и весь берег в Линце был завален винными 
бочками, продающимися по сходной цене. Согласно 
обязанностям супруга и доброго отца семейства, мне 
пришлось позаботиться о необходимом для дома 
напитке. Потому ко мне на дом было принесено и 
поставлено несколько бочек, а через четыре дня при-. 
шел продавец с измерительной линейкой, с помощью 
которой и промерил подряд все кадки, без различия, 
не обращая внимания на форму, без всяких соображе- 
ний и вычислений. Именно, медный оконечник линейки 
просовывался через наливное отверстие полной боч- 
ки поперек до пятки того и другого деревянного 
круга, которые мы по-домашнему называем днищами, и 
после того как в обоих случаях эта длина от верхней 
точки пуза до нижней того и другого дощатого круга 
оказывалась равной, продавец объявлял количество ам- 
фор, вмещаемых бочкой, заметив число, поставленное 
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на линейке в том месте, на котором оканчивалась назван- 
ная длина; по этому числу назначалась величина цены. 

Я удивился, как это поперечная линия, проведен- 
ная через объем половины бочки, может служить 
указателем вместимости, и даже усомнился в правиль- 
ности такого’ измерения, так как очень короткая, 
а потому и мало вместительная бочка, заключенная 
между кругами, лишь бы они были несколько пошире, 
может иметь такую же длину от отверстия до нижней 
точки того и другого круга. 

Вспомнилось мне и нудное измерение, применя- 
емое на Рейне, где либо, не боясь скучной потери 
времени, наполняют бочки, отсчитывая количество 
амфор, и выжигают на измеренном сосуде его вместн- 
мость, либо если и пользуются измерительной линей- 
кой, то вымеряют как можно больше поперечников 
кругов и длину изогнутых клепок и перемножают их 
между собой, а кроме того, принимают различные 
предосторожности, касающиеся неравенства между 
днищами, величины пуза и кривизны клепок, и все-таки 
не вполне всех удовлетворяют: так, одни указывают 
одни ошибки, а другие — другие. Когда же я узнал, 
что такое употребление поперечной линейки установ- 
лено здесь общественными властями и измерители 
ручаются за его правильность, то я, как новобрачный, 
счел для себя подходящим взять новый предмет 
математических занятий и исследовать геометрические 
законы такого удобного и крайне необходимого в 
домашнем хозяйстве измерения и выяснить его осно- 
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вания, если таковые имеются. После того как в те- 
чение трех дней эти размышления привели к различным 
удачным выводам, так что можно было высказать 
кое-что определенное, и я уже очинил Перо для отдел- 
ки и записи доказательства, готового в уме, мне 
не пришлось долго искать, к кому обратиться в начале 
книги с посвящением, кто бы ясностью разума был 
равен @хо!В= ау (тщательности) доказательств и с осо- 
бым интересом проследил бы за их изяществом. Именно 
таким человеком изобразил мне тебя, светлейший 
господин Лихтенштейн, твой врач шотландец Иоанн 
Воддерборний, муж весьма искусный в математических 
науках, а потому и мой близкий друг, который своим 
своевременным присутствием напомнил мне о тебе; 
и таким же на основании долгого знакомства знал я 
тебя, знатный и благородный владетельный барон 
Иоргер. В этом отношении ваша известность настолько 
равна, что я, будучи клиентом обоих, мог бы ока- 
заться несправедливым по отношению к одному из вас, 
если бы упомянул только другого. 

Да и что мешает мне назвать вас здесь коллегами? 
Ведь это соревнование касается не знатности, ‘не до- 
стоинства, не государственных доблестей и даже не 
какого-нибудь дела, которое обыкновенно рассматри- 
вает математик, а только таланта и, если позволительно 
добавить, покровительства мне. Потому я без всякого 
колебания решил к наступающим январским календам 
поднести вашим светлостям новогодний подарок из 
моих соображений, который побудил бы нас обоюдн“ 
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к благодарности богу за все полученные в прошлом 
году благодеяния, а вместе с тем и вам, покровители, 
доставило бы удовольствие посвящение приятной вещи, 
а я, автор, ‘Порадовался бы вместе с читателями 
и понимающими толк ценителями. 

Способ же измерять виНо пусть находится под 
покровительством красы нашей Австрии, главы ее 
знати, обладателей обширнейших виноградников, ко- 
торым вина хватает и для щедрой благотворительности. 

Будьте здоровы, светлейшие! Утешайте ваши умы 
самыми прекрасными размышлениями, вашими обыч- 
ными развлечениями, и проведите наступающий год 
весело и в полном изобилии всех благ, а меня и впредь, 
как обычно, не оставьте вашей милостью. 


Линц, ХУ. ЯНварские календы, 

МОСХУ года по летосчислению западных христиан. 
ВАШИХ СВЕТЛОСТИ И ЗНАТНОСТИ ПРЕДАННЕЙШИЙ МАТЕМАТИК 
ИМПЕРАТОРА ЦЕЗАРЯ МАТВЕЯ И ЕГО ВЕРНЫХ ЧИНОВ ВЕРХНЕЙ 
АВСТРИИ 


ИОГАНН КЕПЛЕР 


СТЕРЕОМЕТРИЯ БОЧЕК 


ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О ПРАВИЛАХ 


ВЫБОРА ФИГУРЫ ВИННОЙ БОЧКИ 


Всякое искусное и удобное измерение объема 
требует известной правильности фигуры, ибо объемы 
сосудов, не имеющих никакой определенной правиль- 
ной формы, не поддаются соображению и требуют 
только рук и подсчета влитой жидкости. 

Винным бочкам по требованиям материала, по- 
стройки и употребления в удел досталась круглая 
фигура, родственная конической и цилиндрической. 
Именно, жидкость, долго содержимая в металлических 
сосудах, портится от ржавчины; стеклянные и глиня- 
ные не достаточны пе размерам и ненадежны; камен- 
ные не подходят для употребления из-за веса, — 
значит, остается наливать и хранить вина в деревянных. 
Из одного целого ствола опять-таки нельзя легко приго- 
товить сосудов достаточно вместительных и в нужном 
количестве, да если и можно, то они трескаются. 
Поэтому бочки следует строить из многих соединен 
ных друг с другом кусков дерева Избегнуть же 
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вытекания жидкости через щели между отдельными кус- 
ками нельзя ни при помощи какого-нибудь материала, 
ни каким-нибудь другим способом, кроме сжимания 
их связками. Так как эти связки делаются из гибкого 
материала — березы, дуба и т. п., то под давлением 
тяжести жидкого вещества, которое ими с силой сжи- 
мается, они раздаются по самому вместительному ободу. 
По этому основному соображению бочары и прибегают 
к круглым днищам, чтобы, давая на краях иную фи- 
гуру, не сделать сосуд перекошенным и непрочным, 
так как пузо бочки, по сказанному, стремится к кру- 
‚ говой форме. Это можно видеть на» флягах, в которых 
через Альпы переносят в Германию итальянские вина 
По условиям их употребления они имеют сжатую 
фигуру, чтобы их можно было вешать на бока мулов 
и безопасно переносить через узкие проходы и чтобы, 
выдаваясь далеко от бока мула, они согласно закону 
весов не отяготили бы слишком животное и не делали 
бы более сильных толчков; и вот с той стороны, где 
они более плоски, с той они хуже выдерживают 
напор и легче треэскаются. 

Круговая или цилиндрическая фигура прибавляет 
еще то удобство, что при перевозке вин на телегах 
по земле главный вес приходится на вино и наимень- 
ший на дерево. На этом основании, если бы из де- 
ревянных дощечек можно было сколотить шар, то 
шарообразные сосуды были бы самыми желательными. 
Но так как связками доски в шар сжать нельзя, то 
его место и заступает цилиндр. Но этот цилиндр не 
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может быть вполне правильным, потому что ослабшие 
связки тотчас же сделались бы бесполезными и не 
могли бы быть натянуты сильнее, если бы бочка 
не имела конической фигуры, несколько суживающейся 
в обе стороны от пуза ее. Эта фигура удобна и для 
качения (откуда и название цилиндра) и для перевозки 
на телегах, и, состоя из двух подобных друг другу 
половинок на общем основанин, является самой вы- 
годной при покачивании и красивой на взгляд. 

Поскольку, таким образом, винные бочки связаны 
с кругом, конусом и цилиндром — фигурами правиль- 
ными, — тем самым они поддаются геометрическим 
измерениям, принципы которых стоит привести в на- 
чале настоящего исследования, как они установлены 
Архимедом, конечно, лишь настолько, насколько этого 
достаточно для удовлетворения ума, любящего гео- 
метрию, а полные и во всех частях строгие доказа- 
тельства следует искать в самих книгах Архимеда, 
если кто не убоится тернистого пути их чтения. 
Впрочем, на некоторых местах, которых не затронул 
Архимед, надо остановиться поподробнее, чтобы и бо- 
лее ученые люди нашли чем воспользоваться и чему 
порадоваться. 


2 


ЗЕЕ У 


м 


ПЕРВАЯ ЧАСТЬ 
СТЕРЕОМЕТРИЯ ПРАВИЛЬНЫХ КРИВЫХ ТЕЛ 
ТЕОРЕМА [1 


——=щ  режде всего потребовалось знание отно- 
| шения окружности к диаметру, Архимед 
показал: 


Отношение окружности к диаметру 
близко к отношению чисел 22 к 1. 


Для доказательства этого пользуются фигурами, впи- 
санными в круг и около него описанными. Хотя та- 
ких фигур бесчисленное множество —- мы для про- 
стоты воспользуемся шестиугольником. Пусть в кру- 
ге СВШ. есть правильный шестиугольник, углы ко- 
торого С, О, ВБ, сторона ДВ, и пусть в (точках) 
Л и Б круга касаются две прямые, пересекающиеся 
в точке А; центр. А соединим с Е линией АЁ, 
которая пусть пересечет прямую ОВ в С, а ду- 
гу ОВ — в Е. 

Так как ООВ — прямая, т. е. кратчайший путь от О 
до В,а РЕВ — дуга, т. е. не самое короткое расстояние 
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от Д до В, то. РЕВ длиннее, чем ОСВ. С другой 
стороны, так как прямая ВР касается круга, и, значит, 
все части дуги ЕВ лежат внутрь от ЕВ к СВ, то 
если бы ЕВ была прямая, то она была бы, наверное, 
меныше, чем РВ. Именно, углы АЕВ и РЕВ равно- 
значны прямому, в то время как ЕРВ — острый; 
следовательно, ЕВ как противолежащая менышпему 
углу ЕЕВ меньше, чем РВ, так как последняя про- 
тиволежит большему углу. Рас- 
суждать жео ЕВ как о прямой 
можно потому, что сущность 
доказательства состоит в разде- 
лении окружности на мельчай- 
шие дуги, которые приравни- 
ваются к прямым. Впрочем, 
утверждение, что дуга ДЕВ, 
Фиг. 1. лежащая внутри треугольника 
РВЕ, меньше суммы линий ОР 
и ЕВ, можно принимать известным на основании об- 
щих положений, так как эта дуга хотя и выгибается 
в сторону угла ДЕБ, но не имеет ни одной частицы 
вне линий ОРГ и РВ, а объемлющая по общему 
положению больше объемлемой. Дело обстояло бы 
иначе, если бы дуга РЕВ была линией извилистой 
и неправильной. 


0 


Так как ДВ — сторона вписанного шестиугольника, 
а ОР и РВ — половины сторон описанного, то дуга 
РЕВ будет шестой частью окружности. Но она ока- 
залась больше, чем 0В, и меньше, чем ОЕи РВ; сле- 
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довательно, шесть линий ДВ меньше окружности круга, 
а двечадцать линий ОР или РВ больше, чем окружность. 

Но сторона РБ правильного шестиугольника рав- 
на самому радиусу АВ. Следовательно, шесть ради- 
усов АВ, т. е. три диаметра СВ, или (разделив диа- 
метр на 7 равных частей) 21 седьмая (часть диаметра), 
короче окружности. Так как, далее, ОС и СВ равны, 
то СВ будет половина АВ. Но квадрат АВ равен 
сумме квадратов АС и СВ и в четыре раза больше 
квадрата ОВ; следовательно, (квадрат) АС втрое 
больше квадрата СВ. Поэтому отношение квадратов 


АВ и АС равно -, а отношение АВ к АС есть 
у -, т. е. такое же (1), как чисел 100 000 и 86 6083. 


Но как АС (относится) к АВ, так и СВ (относится) 
к ВЕ, т. е. и отношение между ВЕ и ВС равное 


у-, так что, так как СВ есть половина АВ и по- 


тому содержит 50000 частей, то БЕ таких частей 
будет содержать приблизительно 57 737. Потому это 
число, повторенное двенадцать раз, будет больше 
окружности. Получается число 477974, а диаметр 
таких’ частей содержит 200000; каких частей в диа- 
метре 7, таких в двенадцать раз повторенной длине 
ВЕ будет 24 без одной десятой. Таким образом послед- 
нее число больше самой окружности, меньше же ее было 
число 21. На-глаз видно, что дуга ВЕ ближе к ВЦ, чем 
к линии ВР. Потому окружность ближе к числу 21, 


8 Стереометрия бочек. 
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чем к 24 без одной десятой; потому принимается, что 
она отстоит от 21 наТ, а от второго числа на 2 без 
одной десятой, так что получается около 22. 

Гораздо тщательнее Архимед это доказывает на 
фигурах с большим числом сторон, каковы 12-, 24- 
и 48-угольники; там же оказывается, что у окруж- 
ности есть небольшой недостаток, отчего она и выхо- 
дит меньше 22. Тем же способом Адриан Римлянин 
доказал, что если диаметр круга разделить на 
20 000 000 000 000 000 частей, то таких частей в окруж- 
ности будет почти 62831 853 071 795 862. 


Поимечание. Из трех конических сечений, называемых 
парабола, гипербола и эллипс, эллипс похсж на круг, и я 
показал в сочинении о движении Марса (т. Ш, стр. 401), 
что длина эллиптической кривой относится к среднему 


арифметическому его диаметров, называемых прямой и попе- 
речной осями, тоже почти как 22 к 7. 


ТГОРЕМА П 


Площадь круга при сравнении с квадратом диаметра 
имеет (к нему) отношение почти как 11 к 14. 


Архимед пользуется косвенным доказательством, 
приводящим к невозможности, о чем многие и много 
писали. Мне же кажется, что смысл этого (доказатель- 
ства) следующий. Окружность круга В@ содержит 
столько же частей, сколько точек, — именно бесконеч- 
ное число. Каждую из них рассмотрим как основание 
некоторого равнобедренного треугольника с боковой 
стороной АБ, и таким образом в площади круга ока- 
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жется бесконечное множество треугольников, соединен- 
ных вершинами в центре А. Пусть, далее, окружность 
круга ВО вытянута в прямую, и пусть ей равна ВС, 
а АВ к ней перпендикулярна (фиг. 2). Тогда осно- 
вания всех этих бесчисленных треугольников, или сек- 
торов, будут представляться расположенными друг за 
другом по прямой ВС; пусть одно из таких основа- 


ний будет ВЕ, и какое-нибудь равное ему — СЁ; на- 
6 


Фиг. 2. 


конец, соединим точки РЁ, Е, Сс А. Таких треуголь- 
ников АВЕ, АСЕ над прямой ВС получится столько 
же, сколько секторов в площади круга, и их осно- 
вания ВЕ, ЕС и общая высота АВ будут такие же, 
как у секторов; следовательно, все эти треугольники 
АВЕ, АСЕ и т. д. будут равновелики (друг другу), и 
каждый из них будет равновелик соответствующему 
сектору круга. А значит, и все вместе эти треуголь- 
ники, имеющие основания на линии ВС, т.е. треуголь- 
ник ВАС, всеми ими составленный, будет равновелик 
сумме всех секторов круга, т. е. составленной ими пло- 
щади круга. Это самое и имеет в виду архимедово при- 
ведение к нелепости (2). 

8* 
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Разделив ВС пополам в точке Н, построим парал- 
лелограм АВНО, и пусть ОН пересекает АС в (точке) /. 
Тогда этот прямоугольный параллелограм будет рав- 
новелик площади круга. Действительно, так же, как 
вся СВ относится к своей половине СН, так и АВ, 
т. е. вся ОН, — к половине /М. Следовательно, /Н 
равно /0), а НС равно ДА, т. е. НВ; затем углы 
при (точке) / равны, а при (точках) Ди Н — прямые. 
Потому треугольник /СН, нгходящийся вне параллело- 
грама, равен треугольнику ГАД, на который парал- 
лелограм превышает трапецию А/НБ. 

Если диаметр СВ принять за 7 частей, то его 
квадрат будет равен 49;так как таких частей в окруж- 
ности, т. е. в ВС, 22, то в ее половине ВН их бу- 
дет немного меньше 11, как и раньше. Умножив 11 на 
длину радиуса АВ, %. е. на 81/,, получим, что пря- 
моугольник АН равен 381].. 

Таким образом каких частей квадрат диаметра 
содержит 49, таких площадь вписанного круга имеет 381] 

удваивая: 99... 


разделив на 7: 14......... 11 
Что и требовалось доказать. 


Добавление 1. Площадь кругового сектора (составлен- 
ного прямыми, проведенными из центра, и стягивающей их 
лугой) равна прямоугольнику, построенному на радиусе и 
половине дуги. 

„Добавление 2. Площадь меньшего сегмента круга (части, 
отсеченной от круга прямой) меньше площади сектора на 
треугольник, ограниченный прямыми сектора и сегмента, 
а площадь большего сегмента на столько же бсльше площади 
соответствующего сектора. 
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В геометрических книгах доказывается, что прямоуголь- 
ник, построенный на высоте треугольника и линии среднего 
сечения, равен его площади. Отняв площадь этого треуголь- 
ника от площади сектора, получим площадь меньшего сег- 
мента, а прибавив — большего. На фиг. 1 ДАВЕ изображает 
меньший сектор ДАВСР — больший; ООВЕ — меньший 
сегме 1т, ОВС — больший; ДВА — треугольник, на который 
отличаются сектор от сегмента. Этот треугольник разбит 
На две равные и конгруэнтные части АСВ и АСД. 

Приложив угол ДАС к ДВА и угол АРС к САБ, 
получим прямоугольник с высотой АС и шириной _ СВ. 
В учении о треугольниках ЯВ называется синусом поло- 
винной дуги ЕВ, а СА — синусом ее дополнительной. 


Примечание 1. Круг имеет с параболой то общее 
свойство, что в обеих фигурах части, отсеченные каким-ни- 
будь способом прямой, будут равновелики друг с другом, 
если у них равны поперечники (Аохимел, О коноидах, [\). 


При нечание 2. Площэдь параболы равна 4’, площади 
треугольника с тем же основанием и той же высотой. 
(Архимед, О квадратуре параболы. Предложения 17 и 24-е). 


Примечание 3. Площадь эллипса относится к площади 
круга, как малый диаметр к большему, и стношение пло- 
щади эллипса к прямоугольнику, построенному на диамет- 
рах, то же, как отношение круга к квадрату диаметра, 
т е. почти как 11 к14 (Архимел, О сфероидах, 4—7). 


ТЕОРЕМА Ш 


Отношение цилиндра к столбовидному прямоугол»- 
ному параллелепипеду с той же высотой, заклю- 
чающему тело цилиндра между своими квад- 
ратными основаниями и параллельными боко- 
выми сторонами, то же, как отнощение круга 
к описачному квадрату, т. се. ках 11 к 14. 
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Именно, объем цилиндра так относится к объему 
прямоугольного параллелепипеда, или столба, как кру- 
говое основание цилиндра относится к описанному 
квадрату (Архимед, О сфере и цилиндре). 

При этом цилиндр и равновеликий ему стслб 
являются здесь как бы телесными плоскостями, а потому 
им и принадлежат те же свойства, как плоскостям (3). 


ТЕОРЕМА [У 


Если прямая призма с параллельными основаниями 
и пирамида или цилиндр и конус имеют общее 
основание и одну и ту же высоту, то объем 
первых тел втрое больше объема вторых. 


Всякая призма, как, например, пятиугольная В/ 
с параллельными основаниями АВСОЕ и ЕОН/К и 
прямыми углами ВАР, АЕК ит. д., разлагается на 
пентаэдры, или треугольные призмы. В случае пяти- 
угольной — на три ОНР, ЕНК, КН! ограниченные 
каждая тремя параллелограмами и двум’ противополож- 
ными треугольниками (фиг. 3). 


Треуголь- |Первой призмы | Второй РНК, Третьей КАР, 


НИ “И: СНЕ, ВСА | АСЕ * ЕСО 
СНсВ |  НСАР | КЕСН _ 
Паралле- 
й рамы: НСАЕ РАЕК |! НЫ 
АВС КЕГН | №№ЕК 


Треугольная же призма разлагается на три тетра- 
эдра, из которых по два, имеющих своими основаниями 
равные потовины одного и того же параллелограма, 
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имеют и равные высоты. Возьмем, например, первую 
призму, заключенную между треугольниками СНЁР 
и ВСА. Проведем в параллелограмах ВОРА и АРНС 
диагонали ВЕи СЕ из углов В и С треугольника 
 ВСА. С их помощью образуется тетраэдр, в котором 
четыре треугольника: ВСА, ВЕС, ВРА, АРС. 

Остается еще четырехугольная пирамида с осно- 
ванием ВОНС и вершиной Р. 
Проведя диагональ СС, рассечем 
ее на два тетраэдра; в одном че- 
тыре треугольника ВСС, СЕВ, 
СЕС, СЕВ, прочие будут: @НС, 
СЕН, НЕС, СРО. 

Так как параллелограм @НСВ 
рассечен линией СС пополам, т. е. 
треугольники ОСН и ССВ равны, Фиг, 3. 

и высота СЁ одна и та же (ибо 

_ угол ВОР прямой), то тетраэдры ССВР и ОСНР будут 
равновэлики. Точно так же параллелограм СРАВ рассе- 
кается линией ВР пополам на равные треугольники ЕВС 
и ЕВА. Плоскость ВСА перпендикулярна к плоскости 
СА, а потому перпендикуляр, опущенный из С на ВА, 
служит высотой для тетраэдров СВЕС и АВЕС, кото- 
рые, таким образом, равновелики. Но тому же тетраэдру 
СВЕС был равновелик ССЕН. Следовательно, все 
три тетраэдра равновелики, и призма НОСА содержит 
три равновеликие тетраэдра. Возьмем теперь на верх- 
нем основании РОН/ГК точку Г и соединим се с 
вершинами нижнего основания АВСОЕ, так что 
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получится пятиугольная пирамида. Утверждаю, что она 
составляет третью часть столба САД. Действительно, 
основание АВСОЕ разделено линиями АС и ЕС, как 
и раньше, на три треугольника, на которых поставле- 
ны и три пентаэдра и три части пирамиды, именно, 
АВСЕ, АСЕГ, ЕСЁУ, а перпендикуляр, опущенный из 
[ на плоскость ВО, равняется боковым ребрам КЁ, 
ЕА и прочим. Следовательно, у тетраэдров АВСЕ и 
АВСЕ равные высот», а значит, они равновелики. Но 
АВСЕ есть третья часть призмы АВСРСН, а потому 
и АВСГ — ее же треть. Точно 
так же вторая часть АСЕ! пира- 
миды составляет треть второй 
призмы, и третья часть ЕСОЕ — 
треть третьей призмы. Вся же 
пирамида составляет треть всего 
столба, т. е. последний втрое 
больше первой. Точно так же 
и цилиндр ММ№ОР ‘с марал- 
лельными оспованиями ММ и ОР равновелик трем 
конусам /ММ№МО, имеющим то же основание ММ и 
вершину @, достигающим плоскости верхнего осно- 
вания цилиндра (фиг. 4). Именно, может быть анало- 
гично приложено то же доказательство, если прелд- 
ставить себе, что круг, служащий основанием цилиндру 
и конусу, разделен из центра на бесконечное ч.:сло 
трэугольников, на которые опираются столько же 
призм, сходящихся на оси цилиндра, сколько и ча- 
стей конуса, сходящихся на его оси. 
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ТЕОРЕМА У 


Кривая поверхность прямоугольного ко-зуса, вписан- 
ного в полусфгру, относится к площади осно- 


вания, или большого круга сферы, как У 23:1, и 
составляет половину поверхности прямоуголь- 
но:0 колуса, описанного около сферы. 


Пусть сфера ВОС пересечена плоскостью через 
центр А; сечение ВС продолжено, и построены два 
прямоугольные ко- 


нуса. Один, (лежа- 
щий) целиком внутри 
полусферы 80, 
имеет осью прямую 
А), перпендикуляр- 
ную в центре А к 
диаметру, основание 
ВС и вершину О — Фиг, 5, 

общие с полусфз- 

рой; пусть это будет конус ВОС. Другой — весь вне по- 
лусферы, касаясь ее серединой образующих своей боко- 
вой поверхности, например прямыми ЕС и РО, парал- 
лельными ВДи ОС, имеющий вершину @ на продолже- 
нии оси АД первого конуса, а основание ЕЁ на плос- 
кости, которой была пересечена сфера (фиг. 5). Так 
как ВА и.АО равны между собой, то будут равны ра- 
диус ЕА основания внешнего конуса и его высота АС. 
Так как угол ЕСР прямой, то ЕС будет стороной 
квадрата, описанного около круга, и потому равняется 
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диаметру ВС. Квадрат ЕР равен сумме квадратов 
ЕС и СР, равных диаметру ВС, т.е. квадрат ЕЁ 
вдвое больше квадрата ВС, а потому и круг ЕЁ вдвое 
больше круга ВС. 

Затем я утверждаю, что отношение конических 
поверхностей друг к другу равно 2:1, а отноше- 
ниг меньшей конической кривой поверхности к пло- 


щади круга ВС равно У 2:1. Именно, на основа- 
нии сказанного в теореме П, прямоугольник, по- 
строенный на радиусе АВ и всей окружности ВС, 
вдвое больше площади круга ВС. И точно так же на 
основании того же способа доказательства прямо- 
угольник, построенный на всей ВО и всей окруж- 
ности ВС, вдвое болыше кривой конической поверх- 
ности ВОС. 

Поэтому плоская поверхность круга ВС относится 
к кривой поверхности конуса ВОС, как АВк ВО ®. 
Но ВЛ) относится к АВ, как И2:1, потому что 
отношение квадратов этих линий есть 2:1. „Итак, 
отношение названных поверхностей (действительно) 
равно И 2:1. Так как конусы подобны, то отноше- 
ние плоской (площади) основания ВС к кривой (по- 
верхности} ВОС равно отношению плоской *(поверх- 
ности) ЕР к кривой ЕСЕ или, после перестановки, ко- 
ническая кривая (поверхность) относится к конической 
же, как основание к основанию. Но отношение 
между основаниями равно двум, а потому равно двум 
и отношение между коническими кривыми (поверхно- 
стями). 
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ТЕОРЕМА У1 


Поверхность сферы вчетверо больше площади 
наибольшего круга, пересекающего сферу через 
центр. 


Доказательства Архимеда и Паппа в высшей 
степени остроумны, но их не легко понять; справедли- 
вость же самого предложения и первоначальные основа- 
ния доказательства весьма ясны из предыдущего. 
Именно, боковая поверхность болышего конуса ЕСЕ 
(фиг. 5) белыше полусферической поверхности ВОС, 
а поверхность меньшего ВОС меньше, так как первая 
покрывает полусферу, а вторая целиком находится 
под сферой. Потому весьма правдоподобно, что 
поверхность полусферы есть среднее пропорциональ- 
ное между поверхностями обоих конусов. Но мень- 
шая коническая поверхность относится к плоской пло- 
щади основания, как И 2:1, а большая — как 2/’8:1; 
среднее же (геометрическое) между И? и 2и2 
равно 2. Отсюда и правдоподобно, что поверхность 
полусферы вдвое, а поверхность всей сферы вчетверо 
болыше площади наибольшего круга ВС. Архимед 
это доказывает со всей строгостью на основании 
подобных же соображений. 


ГЕОРЕМА УП 


Поверхность всякого сегмента сферы равна площади 
круга, радиус которого стягивает шарину 
сегмента от полюса до основания. 
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Под сегментом сферы здесь понимается не всякая 
часть ее, а только те, которые получаются при рас- 
сечении полной сферы плоскостью на две части, так 


р 
Фиг. 6. 


что каждая из них имеет 
свой полюс; при таком се- 
чении оказывается, что осно- 
ванием этих сегментов слу- 
жит плоский круг. Пусть 
центр сферы есть точка А, 
и ВРСЕ — ее большой круг 
(фиг. 6). Примем концы диа- 
метра ДА за полюсы Ди [ 
будущих сегментов и прове- 
дем через точку Ги центр А 
дта перпендикуляра Ы/К и 
ВАС, представляющие круго- 
вые сечения, перпендикуляр- 
ные к плоскости 0Б/. Тогда 
вся (линия) ОЁ, стягивающая 
полуокружность ГСОВ от 
полюса 2) до самой нижней 
точки Г (которая в случае 
сравнения полной сферы с ее 
сегментами играет роль осно- 
вания), будет по теореме \1 
радиусом плоского .круга, 


равного всей кривой повеэрхности сферы, а линия 
ОС, стягизающая ОКС, т. е. половину дуги сегмента 
ВСР от полюса ДО до основания С, будет по 
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теореме \У радиусом плоского круга, равного кривой 
поверхности сегмента ВОС, т. е. полусферы. И во- 
обще, взяв любой сегмент, например НКО, полу- 
чим, что линия ОК, стягивающая дугу сегмента от 
полюса О до основания А, будет радиусом плоского 
круга, равного кривой поверхности сегмента КОН, 
а хорда АГ будет радиусом плоского круга, равного 
кривой поверхности сегмента ИА, полюс которого — 
точка [, а основание — круг НК (5. 

Доказательство смотри у Архимеда. Первоначаль- 
ную же уверенность дает аналогия, ибо, если это 
так в случае сравнения с целой сферой и полусфз- 
рой, то вероятно, что тот же результат получится 
и для других сегментов. 


Добавление. На основании этих же принципов легко 
обрашаются в плоские (площади) части сегментов, огра- 
ниченные с обеих сторон круговыми основаниями, 
Пусть, например, ВНКС (фиг. 6) есть часть сегмента 
ВОС и круги НК`и ВС — ее основания. Сначала найдем 
круг, равный большему сегменту сферы ВРС, а затем 
гругой, равный тому, который дополняет до этого сег- 
мента искомую часть. Таким дополнением является мень- 
ший сегмент НКО, все равно, будет ли его полюс тот 
же, как и первого сегмента, или другой. Разность пло- 
ских кругов ОК и ШОС и будет равна поверхности 
слол ВНКС. 

Для тех же частей сегментов, которые ограничены не 
полными кругами, а частями их (за исключением случая, 
коггла полюс О и ось О/ всего сегмента НКО лежат на 
п 'ресечении сечений), еще не известен способ вычисления 
и сравнения. 
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ТЕОРЕМА УШ 

Поверхность сферы и ее ось рассекаются плоско- 
стью, перпендикулярной к оси в одном и тои 
же отношении. 

Предыдущая, седьмая, теорема служит для гео- 
метрических построений, настоящая же, восьмая, 
болге полезна в арифметических вычислениях, давая 
очень удобные упрощения. Первая теорема вводит 
плоскиг площади, равные кривым поверхностям, нча- 
стоящая же указывает линии, эквивалентные сегмен- 
там. Если на предыдущей фигуре О/ изображает ось 
сечения, т. е. если О/ перпендикулярна плоскости НК 
в центре сечения /, то вся поверхность сферы ОКЁН 
и часть ее НОК пропорциональны всей оси ОЁ и ее 
части 0/, а часть НЁК пропорциональна части оси /(.. 
Именно потому, что (поверхность) НОК (относит- 
ся) к (поверхности) АЁН, как круг (радиуса) ОК 
к кругу (радиуса) КЁ (по УП), т. е. как квадрат КР 
к квадрату КЁ, квадрат же КО относится к квадрату 
КТ, Как отрезок О/ к отрезку /[., то, следователь- 
но, также и поверхность НОК относится к поверх- 
ности АЁН, как отрезок О/ к отрезку (1. 

Аналогия: подобно тому как линии ВА, Н! про- 
порциональны окружностям кругов ВС, НК,’ описан- 
ным из центров А и /, так же и поперечные линии 
РА, РОГ пропорциональны площадям ВОС и НОК, 
ограниченным этими кругами. И подобно тому как О/ 
пропорциональна площади НОКи РА— площади ВОС, 
так жеи /А пропорциональна площади слоя ВНКС. 
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ТЕОРЕМА ГХ 


Поверхность прямого цилиндра равновелика поверх- 
ности сферы, которую он охватывает. 


Цилиндрическая (поверхность) получается умноже- 
нием всей окружности АГ (фиг. 7) на диаметр К\ 
или СВ, аот умножения полуокружности АГ. на полу- 
диаметр АВ получится четвертая часть этой поверхно- 
сти, так как площади подобных фигур пропорциональ- 


Фиг. 7. 


авы Кьадратам сторон. Но таким же умножением (по 
теореме П) получается площадь наибольшего круга, 
которая равна также четверти поверхности сферы (по 
теореме \1. Следовательно, кривая поверхность 
цилиндра А/М и кривая поверхность шара или сферы 
с диаметром ЯВ, как обе вчетверо большие площади 
(круга) КЁ, равны между собой. 


ТЕОРЕМА Х 


Поверхности шара и цилиндра, охватывающего 
шар, отсеченные одной и той же плоскостью 
перпендикулярной оси, равны (между собой) 
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Пусть СВ — шар и [М — цилиндр, охватываю- 
щий его посредине в точках Си В, а Р$5Т— плос- 
кость, персекающая обе поверхности. Утверждаю, 
что цилиндрический пояс АРУТЕ равен кривой поверх- 
ности шарового сегмента СЮ. Это кажется неверным, 
так как цилиндрическая (поверхность) — раздвинутая, 
сферическая же кверху суживается. Но надо помнить, 
что насколько первая более раздвинута, настолько же 
вторая шире, так как наклонно поднимается до 
той же высоты. 

Доказывается это легко. 

Так как пояс КР$ТЁ получается от умножения 
КР на его окружность КЁ, а пояс Р5УТММ — умно- 
жением РА или АБ на ту же окружность и КР рав- 
но СЮ, то отрезки СЮ, ЮВ и СВ пропорциональ- 
ны цилиндрическим поверхностям КТ, ТМ и №М.. Но 
эти же отрезки СЮ, ЮВ и СВ пропорциональны сег- 
ментам шара СЮ, АВ и всей шаровой поверхности ВС 
(по теореме УШ). Следовательно, цилиндрические по- 
верхности КТ, ГМ и №. пропорциональны сфериче- 
ским СЮ, ЮВ и ВО. Но вся поверхность цилиндра №2 
равна всей поверхности сферы СВ (по теореме [Х). 
Следовательно, и часть КЁЕРФТ цилиндрической по- 
верхности будет равна части сферической поверхности 
в сегменте СА. 


ТЕОРЕМА А! 


Об5ёем цилиндра относится к обзему охватывае- 
мой им сГеры, как 3:2. 
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По аналогии со сказанным в теореме П, объем 
сферы как бы содержит в себе неявно бесчисленное 
множество конусов, сходящихся вершинами в центре, 
с основаниями, роль которых выполняют точки, опи- 
рающиеся на поверхность сферы. Пусть же на фиг. 2 
ВС изображает сферу, А — ее центр, АВ, АС ит. д. — 
‘бесконечное множество тончайших конусов, т. е. тех, 
у которых основаниями служат точки В, СЧ ит. д., 
а общей вершиной всех их — точка А. Построим но- 
вую фигуру, на которой кривая поверхность сферы 
растянется в площадь круга с диаметром ВС, вдвое 
большим диаметра сфгры ВО, так как отношение 
этих кругов равно четырем (по теореме УП; в центре 
этого круга ВС — точке Н — восставим к нему перпен- 
дикуляр НО, равный радиусу сферы АВ. Наконец, обра- 
зуем конус ВОС с основанием ВС и вершиной О. 

Объем этого конуса будет равен объему сфе- 
-ры ВС. Именно, бесконечно малые основания В, Ц 
ит. д. бесчисленных конусов АВ, АС ит. д., лежащие 
на сфере, перенесутся вместе со сферической поверх- 
ностью на площадь круга ВС и расположатся по по- 
рядку друг за другом, а из п`ямых конусов АВВ, 
АСС и т. д., находившихся в сфере, получатся те- 
перь наклонные конусы ОСС, ОВВ и т. д., исклю- 
чая средний конус ОНН, который останется прямым, 
и все эти конусы будут иметь одну и ту же высоту 
ОН и равные — разумеется, бесконечно малые — осно- 
вания, а потому все они будут равновелики между 
собой и с прямыми конусами в сфере; весь же ко- 


9 Стере ометр ия бочек, 
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нус ВОС, составленный из всех их, будет равнове- 
лик всей сфере ВЦ, составленной из всех (ее кону- 
сов). Умножая площадь круга ВС на радиус НО, 
получим цилиндр 4/СВ, объем которого втрое боль- 
ше конуса ВСР (по теореме ГУ) и вдвое больше объ- 
ема цилиндра, сжимающего сферу, потому что площадь 
основания ВС вчетверо больше площади АГ, а вы- 
сота [> составляет половину высоты ВЦ, и, значит, 
два цилиндра, равных А/СВ, будучи поставлены друг 
на друга, образовали бы высоту, равную ВС — высоте 
цилиндра АЁВ, и оказались бы вчетверо больше его, 
благодаря основанию ВС, вчетверо болынему осно- 
вания АГ. А значит, один (цилиндр) АГСВ вдвое боль- 
ше цилиндра АЁВ; но он же был втрое больше ко- 
нуса ВОС, т. е. объема сферы ВС, равновёликой 
конусу ДС. Следовательно, разделив цилиндр А/СВ 
на 6 (частей), найдем, что половина его, т. е. 3 (части), 
приходится на цилиндр АЁВ, треть же от б6, т, е. 
(2 части), — на сферу ЦВ. Итак, цилиндр КЁВ отно- 
сится к своей сфере СВ, как 3:2, что дает полу- 
торное отношение. 

Эту же теорему можно доказать на основании 
теоремы 1Х, если представить себе, что цилиндр рас- 
сечен на бесконечное число (треугольных) призм, схо- 
дящихся по его оси и имеющих вместо четырехуголь- 
ных призматических граней прямые линии, равные оси, 
и все эти грани расположены друг за другом по кри- 
вой поверхности цилиндра, подобно тому, что мы выше 
в теореме П представляли себе об окружности круга 
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Пусть, именно, на фиг. 2 круг ВС изображает 
оба основания цилиндра, окружность В@ — кривую 
цилиндрическую (поверхность), а точка А — ось ци- 
линдра, равную диаметру БО. Пусть затем кривая 
поверхность цилиндра развернута в плоскость, так что 
линия ВС изображает прямоугольник длины ВС и ши- 
рины ВС. Соединим ось цилиндра АА с параллельной 
ей прямой СС прямоугольником ААСС, так что полу- 
чится призма ААВВСС, равновеликая объему цилиндра. 
Действительно, бесконечьо узкие прямоугольные осно- 
вания (т. е. линии) всех бесконечно тонких призм, 
бывших в цилиндре, расположатся друг за другом по 
поверхности прямоугольника ВС, а сами призмы, быв- 
шие в цилиндре прямыми, скосятся, но так как вер- 
шины всех их оснований будут достигать конца АА 
общей высоты ВА, то эти призмы останутся равно-- 
великими между собой и с прямыми призмами в ци- 
линдре. Умножая прямоугольник ВВСС на высоту ВА, 
получим объем параллелепипеда, вдвое больший объема 
призмы ААВВСС, а следовательно, и вдвое больший 
объема цилиндра. Но выше площадь круга, равнове- 
ликого прямоугольнику ВВСС, т. е. кривой поверх- 
ности цилиндра (по теореме УП вчетверо большей 
площади большого круга), уже умножалась на высоту, 
равную полудиаметру ВА, и получался объем, втрое 
болыний конуса, равновеликого сфере. Следовательно, 
утроенный объем сферы и удвоенный обтем цилин- 
дра равны между собой, откуда, как и выше, отно- 
шение цилиндра к сфере равно 3:2. 

9* 
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ТЕОРЕМА ХПИ 


Обёем куба немного меньше удвоенного обзена 
сжимаемой им сферы, и их отношение при- 
близительно равно 21:11. 


‚ Именно, объем куба $ТИХ 
(см. фиг. 8) относится к 
сжимаемому им цилинд- 
ру КЕМ приблизительно 
как 14:11 (по теореме 
Ш), т. е. как 42: 38. 
Цилиндр же АЁМ отно- 
сится к сфере РОВ, ко- 
торую он сжимает вместе 
с кубом, как 3:2 (по 
теореме Х], т. е. как 
33:22. Следовательно, куб 
относится к сфере, как 42: 22, т.е. как 21:11. 


ТЕОРЕМА ХШ! 


Обзеж конуса, высота которого равна диаметру 
сферы, а основание — ее большому кругу, равен 
половине объема сферы. 


Именно, цилиндр КЁМ№ с тем же основа :ием и 
той же высотой втрое больше конуса МСУ, т. е. их 
отношение равно 3:1. Но тот же цилиндр отно- 
сится к (вписанной) сфере, как 3:2 (по теореме Х|. 
Следовательно, конус относится к сфере, как Г: 2. 
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Габлица полученных выводов 


Конус Сфера Цилиндр Куб 


№МСУ РОСОВ КГУМ $5ТУХ сжииающий р ИИлинАр 


Отношение: и сферу в С,0, В,Р,@,В 
. . 33 : 42 (немного 
ИЛИ 1: 2. з. 4} меньше) 


Добавление. Отсюда же, далее, выходит, что конус, 
вписанный в полусферу (на фиг. 5 конус ВОС), относит- 
ся к цилиндру, сжимающему сферу, как вписанный в сферу 
октаэдр к описанному кубу, т.е. составляет шестую часть ци- 
линдра, четвертую — сферы, а`следовательно, половину полу- 
сферы или половину конуса, рассмотренного в теореме ХШ, 
с которым он имеет равное основание, высоту же вдвое 
меньшую. Больший же конус ЕРО (фиг. 5), заключающий 
в себе полусферу, имеет объем несоизмеримый, т. е. не 
выражающийся (в частях сферы). Именно, подобные ко- 
нусы ЕР и ВОС относятся, как кубы высот АС и ДО. 


Но АС относится к АР, как УЗ: 1, следовательно, кону- 


сы относятся, как (У2)3: 1, т. е. как 2/9:1. Так как в 
этом отношении один член (т. е. конус ВОС, равный поло- 
вине полусферы ВОС) со сферой соизмерим, то другой 
может быть выражен только приближенно. 


Примечание 1. То же отношение имеет объем тела, 
образованного эллипсом и называемого сфероидом, к объ- 
ему конуса с той же высотой (Архимед, Сфероиды. Пред- 
ложения 29, 30-е). 


Примечание 2. Так же как сфероид вдвое больше 
своего койуса, параболический коноид в полтора раза боль- 
ше своего конуса (см. в том же сочинении предложения 
23, 24-э). 
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Гиперболический же коноид (фигуру которого прибли- 
зительно имеет опухоль, гора или обравненная куча зерен) 
соответствующее отношение. приближает к единице,` так 
как к составляющим полуторное отношение отрезкам, 
равным утроенному и удвоенному расстоянию от центра 
гиперболы до вершины, прибавляется ось коноида (8). 


ТЕОРЕМА МУ 


Сегменту сферы равновелик конус на том же основа- 
нии с высотой, превосходящей высоту сегмента 
на отрезок, который относится к радиусу шара, 
как сама высота сегмента к осталь"ой части 
диаметра. 


Пусть на фиг. 6 СЕВ изображает сферу, НКО 
и НК — два ее сегмента, О/Г и /[. — их оси — части 
диаметра, проведенного через центр А, которые про- 
должим. за точки Ди [Г до (точек) О и Р. Ищется 
конус, равновеликий менышему сегменту НКО, ось 
которого О/, а остаток диаметра /[. Пусть /(. отно- 
сится к [А, как /) к РО; тогда ГО будет высота 
и НК — основание конуса, объем которого равен 
объему меньшего сегмента НКО. Возьмем затем сег- 
мент НАТ, ось которого [/, а остаток диаметра /0. 
Пусть опять //) относится к ДА, как Ш, к [Р: 
тогда /Р будет высота и НК — основание конуса, 
равновеликого большему сегменту НКЕ. 

Доказательство этого не просто, а потому, кто 
хочет, пусть возьмет его из книги Архимеда о сфере 
и цилиндре (П, 2): у меня же нет намерения перепи- 
сывать здесь всего Архимеда. Справедливость же 


СТЕРЕОМЕТРИЯ ПРАВИЛЬНЫХ КРИВЫХ ТЕЛ 135 


теоремы в случае полусферического сегмента видна из 
следующего. Пусть ВСО — полусфера, АД — ее ось и 
А[ — остаток диаметра. Если сделаем так, что ось АД 
относится к ДО, как остаток диаметра АЁ к ради- 
усу ГА, т. е. отложим ОО равным ДА, то высота 
АО будет вдвое больше высоты сегмента АД. Наша 
теорема полагает, что конус, имеющий основанием ВС, 
а высотой диаметр 01, равновелик полусфере. Но, 
как видно из предыдущей теоремы, это действительно 
верно, так как этот конус равнялся половине сферы (7). 

Архимед (П, 8) сравнивает также отношение 
объемов сегментов с отношением их‘ поверхностей 
и доказывает, что отношение объемов меньше „двой- 
ного“ и больше „полуторного“ отношения поверх- 
ностей. „Двойное“ отношение чисепл получается при 
умножении каждого члена отношения На самого себя, 
а „полуторное“ — при умножении каждого члена на 
квадратный, корень из него. Так, если поверхности 
сегментов относятся между собой, как 4:9 (два квад- 
ратных числа), то объемы, прикрытые этими поверх- 
ностями, будут иметь отношение ближе, чем 16:81 
(умножая каждый квадрат на самого себя), и дальше, 
чем 8 : 27 (умножая корни из квадратов — 2 и 3 — на 
сами квадраты) или чем 16:54. Следовательно, если 
меныпий из сегментов весил 16, то болыший будет 
весом между 94 и 81. 


Дополнение. Отношение обоих сегментов шара между 
собой, благодаря указанному измерению объема при любом 
сечении, выражается через высоты конусов, т. е. /Ю и /Р, 
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так же, как раньше отношение поверхностей сегментов 
выражалось через [0 и /.. Но здесь большая разница в 
том, что объем всего шара при каждом сечении будет 
изображаться особой линией ОР, в то время как поверх- 
ность всего шара всегда будет изображена диаметром ОД. 


Примечание 1. Многие из этих свойств у шара об- 
щие со сфероидом и коноидами. Именно, так же как сече- 
ние шара, произведенное. плоскостью, всегда круг, так и 
сечение сфероида, хотя и не всякое, но плоскостью, парал- 
лельной оси, дает эллипс, подобный сфероилду. При еечении 
же сфероида произвольной плоскостью или коноида плос- 
костью, проходящей через какую-нибудь хорду, получаются 
эллипсы различного и непохожего один на другой вида 
или круги (Архимед, Сфероиды, 12—15). 


Примечание 2. Если сечение сфероида перпенди-, 
кулярно к оси, то отношение полученных сегментов такое 
же, как у сегментов шара; если же сечение наклонно, то 
вместо полуоси берется половина того диаметра, который 
соединяет вершины полученных частей (т. е. те точки их, 
которые наиболее удалены от секушей плоскости). И в са- 
мом эллипсе, производящем сфероид, имеется много ди- 
аметров различной длины, из которых каждый соединяет 
по две противоположные вершины и среди которых 
находится и ось. 


ТЕОРЕМА ХУ 


Задача. Так же как теорема УП дала плоские 
круги, равновеликие кривым поверхностям сегментов, 
а теорема \УШ указала для сравнения друг с дру- 
гом различных сечений пропорциональные им линии, 
так и для объемов сегментов можно указать не 
только равновеликие им конусы (как в теореме ХГУ), 
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но и пропорциональные им плоские площади, срав- 
нимые друг с другом для различных сечений. 
Хотя это доказательство несколько трудновато, 
я его все же здесь приведу, 
так как оно не рассматрива- 
лось прежними геометрами. 
Итак, ищутся три пло- 
ские площади, относящиеся 
друг к другу, как относятся 
друг к другу и ко всему ша- 
ру два его сегмента. ре а 
Пусть даны сегменты 
НКО и НКЕ (фиг. 6). Из 
точки К или Н на границе 
сегмента в плоскости круга 
НОК радиусом КГ или Н7 
опишем дугу круга /5, пере- 
секающую сегмент НОК в 
точке $5; соединим $ с Ара- 
диусом $4 и опустим на него 
из К перпендикуляр КТ, пе- 
ресекающий радиус в точ- 
ке А. Сделав это, получим три 
прямоугольника: первый’ со Р 
сторонами — радиусом АД и фиг 6. 
диаметром или высотой ОЁ 
всего шара. Он представит объем всего шара. Вто- 
рой со сторонами — радиусом АД и высотой Д/ сег- 
мента. Он представит объем сфэзрического сектора 
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НАКРО. Третий со.сторонами Ю5$ и высотой А/ кону- 
са НАК. Он, как я утверждаю, представит в Том 
же отношении объем конуса КА. Следовательно, 
разность второго и третьего прямоугольников пред- 
ставит площадь, пропорциональную разности сек- 
тора НАКО и конуса ЫКА, т. е. объему сегмен- 
та Н/КО. Точно так же, если речь идет о сегменте, 
большем полусферы, т. е. о НКЁ, то для построе- 
ния второго прямоугольника вместо Д/ следует 
взять /[; к этому прямоугольнику надо прибавить 
прямоугольник со сторонами АГ, №5, и тогда по- 
лучится площадь, пропорциональная большему сег- 
менту Н/АЕЁ. 

Доказателкст о. Во-первых, линии (0/1, № и 
ОГ пропорциональны поверхностям сегментов и всей 
сферы (по теореме УШ). Следовательно, и между 
площадями прямоугольников, равными произведениям 
этих линий на один и тот же радиус, будет то же 
отношение. Но и объемы секторов НАКО, НАКЕ 
и объем всего шара относятся друг к другу, как 
поверхности НОК, КЕН и всей (сферы). Следовательно, 
построенные прямоугольники относятся друг к другу, 
как секторы НАКО, НАКГ. Затем произведение 
высоты АД на площадь круга радиуса КО, равную 
(по теореме УП) поверхности сегмента НОКХ, дает ци- 
линдр, втрое больший конуса, равновеликого сектору 
НОКА, а произведение высоты А/ на площадь круга 
НК радиуса КГ даст цилиндр, втрое болышний конуса. 
ШКА. Но круг радиуса КО’ ‘относится к кругу 
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радиуса К/ или К$, как квадрат КО к квадрату К5, 
а квадрат КО относится к квадрату -К$, как отре- 
зок ОГ к 5$Ю (по УП). 

Итак, отношение площадей круговых оснований, 
описанных радиусами КД и К$, равно отношению 
отрезков ОГ и $Ю. Отношение же объемов конусов 
равно произведению отношений высот и оснований, 
как показано у Архимеда в главе ХГ о сфероидах. 
Следовательно,. отношение сектора НОКА к его ко- 
нусу РИКА равно произведению отношений АД к А/ 
и О/ к $Ю. Но и отношение прямоугольников равно 
произведению отношений соответствующих сторон. По- 
тому отношение сектора НОЖКА к его конусу В/КА 
то же, как прямоугольника на АД и О/к прямоуголь- 
нику на АГи 5К. Отсюда эти прямоугольники отно- 
сятся к их взаимной разности, как сектор НОКА и 
его конус Н/КА относятся к их взаимной разности, 
т. е. сегменту РИКО. Этот способ требует прежде 
всего рассмотрения конуса Н/КА, представляющего 
общую разность между каждым из секторов-и его 
сегментом, почему и важно было найти его объем (8). 

Сравнительное примечание. Подобно сказанному, 


сегменты параболического коноида относятся, как квадраты 
их осей (Архимед, Сферэиды, 26). 

Добавление [. Объемы частей сегментов сферы под- 
чиняются тем же законам, которые в добавлении к теореме 


\УИ были указаны для соответствующих частей поверхностей 
сегментов. 


Добавление 2. Пояс сферы или сфероида, т. е. кольце- 
образное тело, ограниченное средней частью поверхности 
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сферы или сфероида, называемой зоной, а изнутри поверх- 
ностью цилиндра, исследуется следующим образом. От 
сферы или сфероида отнимается по два равных сегмента 
и цилиндр с высотой, равной высоте сферы, и основаниями, 
равными осмованиям отнятых сегментов, тогда и остается 
объем слся. Если же пояс берется не из середины сферы 
или сфероида, но сдвинутый к вершине или полюсу, то 
для его получения от сферы или сфероида отнимаются 
два неравных сегмента и усеченный конус Так, чтобы 
остался этот слой. При этом подразумевается такой пояс, 
ширина которого вокруг о;на и та же, так что им прикры- 
взется усеченный конус с параллельными основаниями, 
1 азмеры которого рассматриваются в следующей теореме. 
ТЕОРЕМА ХУ! 

Пусть конус рассекается различными способами. 
Во-первых, плоскостью, (проходящей) через вершину 
и (встречающей) площадь основания, или поверхностью 
другого меньшего конуса с той же вершиной. 

В обоих случаях части конуса, имеющие рав- 
ные высоты, относятся друг к другу, как основа- 
ния. Ибо в этих случаях конус является как бы те- 
лесным кругом, а потому при сечении ведет себя так 
же, как круг в его основании. 

Во-вторых, пусть конус пересечен плоскостью, 
параллельной образующей, движением которой ол ©б- 
разован, или плоскостью, хотя и не параллельной об- 
разующей, но встречающей ее, вышз вершины, вне 
фигуры (конуса); в обоих случаях получаются неогра- 
ниченные части, объемы которых до сих пор не иссле- 
довались геометрами, оттого, разумеется, что эгого 
не требовалось для практических приложений. 
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Наконец, пусть конус переэсечен плоскостью, встре- 
чающей все образующие; получатся две части, взрх- 
няя — с вершиной и нижняя — усеченная. Первую — 
с’вершиной — в случае секущей плоскости, наклон- 
цой к Оси, Архимед предпочел называть частью ко- 
нуса, считая за целый конус только равнобедренный, 
Аполлоний же, беря конусы как равнобедренные, так 
и наклонные (пример какового есть на фиг. 4), эту 
часть, хотя, бы ось была пересечена наклонно, и лишь 
бы в сечении получился круг, признает тоже за ко- 
нус. Вообще же, что касается части при вершине, то 
при ее отсечении получается эллипс, центр которого 
лежит вне оси в сторону большей образующей. На 
фиг. 8 осью конуса СТМ служит (прямая) САВ, а 
частью при вершине является О.\УА, оснозание кото- 
рой эллипс, изображаемый прямой №, центр или 
середина которого, где он всего шире, ниже точки А, 
места встречи с осью, по направлению к №. 

Объем этой части всегда больше прямого объ- 
ема, отсеченного плоскостью, параллельной осно- 
ванию /МУ, через точку встречи эллипса с осью, 
т. е. через точку А, ибо секущая плоскость, про- 
ходящая через А и наклоненная к оси СА, захва- 
тывает от объема конуса часть АМ большую, чем 
утерянная 47: Будет ли этой части СМА равновелик ко- 
нус, основание которого прохотит через центр эллипса 
ниже точки А параллельно осмованию М№У? Это во- 
прос, заслуживающий рассмотрения: мне он еще нс 
совсем ясен, но уже и не чужд; кое-что об этом 
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смотри ниже в следующей теореме. Вообще же для 
всякой части при вершине справедлива теЪзрема П в 
сфероидах Архимеда, по которой отношение этой 
части при веришне к конусу равно произведению 
взаимных отношений оснований и высот. Следова- 
тельно, первым множителем в отношении объемов 
СМА и СМУ будет отношение площади эллипса МЮ 
к площади круга МУ. Отношение же этих площа- 
дей (по примечанию 2 к теореме П) находится, как 
отношение прямоугольника из диаметров эллипса и 
квадрата на ЛУ, считаемых за известные. Вторым 
множителем в отношении объемов является отноше- 
ние (7 — высоты части СМА над плоскостью МЮ 
к СВ — высоте конуса М№МСУ над плоскостью МУ. 
Перемножив между собой предыдущие члены в отно- 
шениях СХ к СВ и прямоугольника на диаметрах 
эллипса № к квадрату на МУ, а последующие ме- 
жду собой, получим, что объем СМА относится к ко- 
нусу №С У, как первое произведение ко второму. Можно 
также и отдельно для определения объема С МА заметить, 
что, умножая высоту @ на площадь эллипса МА, 
получим объем, втрое больший этого объема СМА. 

Если в частном случае секущая плоскость ока: 
жется параллельной основанию М№МУ, то отношение 
объемов отсеченной части и всего конуса будет 
равно кубу отношения высот или радиусов основа- 
ний и произведению отношения площадей оснований 
на корень квадратный из него. Так как в этом слу- 
чае часть при вершине и весь конус окажутся телами 
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подобными, то, разумеется, возводя по отдельности 
в куб высоты или радиусы оснований, мы и получим, 
что большее из кубических чисел будет относиться 
к менышему, как весь конус — к отсеченной части. 
Если бы были известны только площади оснований, 
то надо найти их квадретные корни и на них эти 
площади помножить. 

Что касается усеченных частей, то на основании 
сказанного получается легкий способ для их определе- 
ния. Именно, одним из указанных способов вычис- 
ляется как объем всего конуса, так и недостающей 
отсеченной от вершины части по данной высоте и 
радиусу основания. Так как для этого нужна неиз- 
вестная высота недостающей части, то она находится 
из сравнения оснований усеченной части с ее высо- 
той, ибо разность радиусов оснований относится к 
высоте (в случае сечения, перпендикулярного к оси), 
как радиус меньшего основания к высоте недоста- 
ющей отсеченной части. Наконец, отняв от всего ко- 
нуса недостающую отсеченную часть, и получим 
в остатке требуемый объем усеченной. 

Для тех же усеченных частей, заключенных 
между параллельными основаниями, годится и другой 
более короткий способ, как и выше. Так как основа- 
ния здесь могут считаться известными, то стоит только 
возвести каждый из диаметров по отдельности в куб, 
и тогда весь конус будет относиться к усеченной части, 
как куб большего диаметра к разности между ним 
и кубом меньшего, 
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Клавий (Практическая геометрия, кн. У, 3) ука- 
зывает другой способ, пожалуй, более остроумный, 
но, как мне кажется, и более трудный. Так же как 
и выше, надо вычислить площадь каждого основания, 
но, кроме того, приходится определять площадь сред- 
нюю пропорциональную между обоими основаниями. 
Последнее выполняется помощью перемножения и де- 
дения надлежащих- чисел, либо путем извлечения 
двух квадратных корней и их перемножения. Затем 
все три площади надо сложить и их сумму помно- 
жить на треть высоты усеченной части. По радиусам 
же кругов, необходимым для вычисления площадей, 
все, что требуется, можно определить гораздо более 
простыми приемами. 

Так как вследствие формы бочек для нашей це- 
ли необходимо многократно прибегать к усеченным 
конусам, получающимся от плоскости, перпендику- 
лярной оси, то приведем здесь же одну прекрасную 
теорему и очень удобное правило, доказательство 
которого по причине его связи (с дальнейшим) при- 
ведем ниже в дополнении к архимедовой стереомет- 
рии в теореме ХХП. Именно, усеченный конус раз- 
бивается на средний цилиндр и окружающий его ко- 
нический пояс, который является частью конуса, не 
похожей на вышерассмотренные, так как она отсе- 
чена цилиндрической поверхностью. Если теперь по 
одной прямой отложить друг за другом три ди- 
аме'пра, — два диаметра мельтигго основания и один 
боль 'его,— то объемы пояса и цил :ндров на большем 
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или меньшем основании будут пропорциональны 
площади прямоугольника, построенного на всем 
отложенном отрезке и разности между диамет- 
рам большего и меньшего оснований, и утроенным 
квадратам этих диаметров. Таким образом для 
пояса, удвоив длину меньшего диаметра, ее надо 
прибавить к длине большего и умножить на разность 
между болышим и меньшим; затем для вписанного 
цилиндра надо возвести в квадрат меньший диаметр 
и утроить результат и, наконец, для объема всего 
усеченного конуса надо взять сумму того и другого. 
Так, если диаметры оснований 3 и би их разность 
2, то, прибавляя 5 к произведению 3. 2, получим 11, 
умножая на 2, найдем для пояса 22; квадрат от 3 
будет 9; его утроенная величина даст для цилиндра 
27, а следовательно, для усеченного конуса 49 при 
всяком отношении в „сот. На основании следующих тео- 
ремы иее добавления эти правила можно сделать удобнее. 


ТЕСРЕМА ХУП 

Прямые части цилиндра, отсеченные плоскостями, 
параллельными оси, относятся друг к другу, 
как части основания. 


Именно, цилиндр здесь является как бы телес- 
ным кругом или эллипсом, ‚а потому при сечении с 
ним происходит то же, что с площадью основания. 
На фиг. 7 плоскость ЕРОХ параллельна оси РН. 
Следовательно, как часть круга ЕЁР/ или ХОС от- 
носится к части ЕРА или ХОВ, так же и часть 


10 Стереометрия бочек. 
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цилиндра ЕР/СОХ относится к части ЕРАВОХ. 
См. дополнение к теореме П. 

При сечении же плоскостью, сстречающей 
ось, но не пересекающей ни одно из оснований, 
полученные части относятся друг к другу; как 
отрезки оси. 

Именно, прямой цилиндр — в случае сечения 
плоскостью, перпендикулярной оси, — является как 
бы телесной линией, заполняющей цилиндрический 
объем, а потому с последним при сечении и проис- 
ходит то же, что и с линией. При сечении же на- 
клонно к оси получаются части, равновеликие цилин- 
драм с осями той же длины, потому что сколько от- 
сеченной части с одного бока нехватает до прямого 
цилиндра, столько же с другого у нее излишка, чего 
не бывает при сечении конуса вследствие ›неодинако- 
вой всюду его ширины. На фиг. 7 плоскости Р5Ги 
[5\У пересекают ось @В перпендикулярно и на- 
клонно в одной и той же точке Ю, и как СЮ отно- 
сится к ЮВ, так же относятся не только прямые 
части КТ и ТМ но и наклонные ГУК и УМ, и 
действительно, сколько части [УК со стороны [, не- 
хватает -— именно [ЮГ, — столько же со стороны И 
у нее излишка — именно УЮР, что равно ГЮТ— 
до прямого цилиндра. 

Возьмем теперь часть цилиндрического обзема, 
обозначенную на фиг. 13 буквами СОФТ, т. е. огра- 
ниченную тремя поверхностями: ‘плоскостями полу- 
круга СТ и полуэллипса О@5$ и кривой цилиндриче- 
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ской поверхностью 2$Т’, так что линия пересечения 
двух первых плоскостей пересекает ось НО перпен- 
дикулярно к ней в точке (. 

Эта часть, как я утверждаю, относится к целому 
цилиндру ТУ с той же высотой приблизительно как 
7:33 или 14:66, а оставшаяся от полуцилиндра 
НОТ$, отсеченного плоскостыо, проведенной через 
ось НО, часть Н@$ относится к этому полуцилиндру, 
как 14:19 (приблизительно) (19). Это будет ниже в 
дополнении к Архимеду в теоремах ХХ, ХХ, ХХ] 
доказано для частного вида цилиндра, в котором 
высота равняется окружности основания. Там же ме- 
тодом разгибания круглых тел в прямые показывается, 
что не только целый шар равновелик полуцилиндру, 
а целое суженное кольцо — части, отсеченной от ци- 
линдра эллипсом, вершины которого находятся на 
основаниях цилиндра, но и части шара и суженного 
кольца, образованные вращением некоторой части 
окружности и этой части пропорциональные, равны 
частям названных полуцилиндра и цилиндра, отсечен- 
ным на той же части высоты. Отсюда следует, что 
части цилиндра, имеющие основанием полукруг, про- 
порциональны своим высотам, и потому при любой 
высоте сохраняют то же отношение к объему цилин- 
дра” равной высоты, какое было у первоначальной 
части ко всему цилиндру, т. е. 7:33. Та же пропор- 
циональность высотам имеет место и для частей, ос- 
нованием которых служит круг, потому что часть с 
таким основанием, высокая или низкая, равновелика 
10* 
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половине соответствующего цилиндра с равной вы- 
сотой. Если же основанием части служит не круг 
или полукруг, а иной сегмент круга, то различные 
основания и обусловливаюг- различные отношения, 
Таким образом для рассмотренных частей цилиндра, 
так же как для конусов и пирамид, имеет место по- 
ложение, что части, опирающиеся на рав тые сег мея- 
ты круга, относятся, как высоты, и в частности 
имеющие общее основание — как соответствующие 
отрезки сдной и той же высоты. Наконец, есяи 
цилипдр рассечен новой цилиндрической поверхностью 
с той же осью, то внешнее цилиндрическое кольцо 
делится конической поверхностью, нижним основанием 
которой служит ббльшая окружность, а вгерхним—мень- 
шая, на две круговые части нового вида; внутреннюю 
по примеру предыдущей теоремы назовем „поясом“, 
именно внутреннего цилиндра. Отношение этих час- 
тей цилиндрического кольца равно отношению двух 
средних арифметических, вставленных между меньшим 
и большим диаметрами кольца. Именно, если разде- 
лить длину болышего диаметра на дзе части — длину 
меньшего и остаток —и возвести длины обоих диамет- 
ров в квадрат, то квадрат большей будет состоять 
из четырех частей: 1) квадрата меньшей, 2) квадрата 
разности и 3—4) двух прямоугольников из мень- 
шей и разности. Утраивая хвадраты, получим, что 
утроенный квадрат большей длины состоит из трех 
квадратов меньшей, трех квадратов разности и 
шести прямоугольников, т. е. разность утроенных 
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квадратов длин диаметров равна трем квадратам 
разности и шести прямоугольникам. 

Отношение же (утроенных) квадратов (диаметров) 
к площадям соответствующих кругов или объемам 
цилиндров равно отношению их разности к объему 
цилиндрического кольца. По предыдущей же теореме 
для внутренней части кольца, названной там поясом, 
мы должны разность (диаметров) умножить на боль- 
ший и удвоенный меньший, т. е. на самое себя 
м на утроенный меньший. 

Следовательно, после вычитания из трех квадратов 
и шести прямоугольников одного квадрата разности 
и трех прямоугольников для остальной части кольца 
получатся два квадрата разности и три прямоугольника. 

Но отношение суммы трех прямоугольников и 
одного квадрата к сумме трех прямоугольников и двух 
квадратов равно отношению суммы утроенного мень- 
шего (дгаметра} и разности (между большим и мень- 
шим) к сумме утроенного меньшего. и удвоенной раз- 
ности, т. е. то же самое, как отношение суммы 
меньшего диаметра с третьей частью разности к сумме 
меньшего с двумя третями разности. Но, прибавляя к 
меньшему диаметру сначала одну, а потом две трети 
от разности диаметров, мы и вставим между меньшим 
и болыншим диаметрами два средних арифметических, 
а это самое мы и хотели получить 12). 


Добавление 1 и расчет. Отсюда легко находится от- 
ношение усеченного конуса к вписанному и описанному 
около него цилиндрем. Между лиаметрами осн ваний надо 
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вставить два средних арифметических и разность диамет- 
ров умножить на метьшее из них; это для пояса, который 
надо одеть на вписанный. цилиндр, и, следовательно, для 
усеченного конуса сумму этого произведения надо приба- 
вить к квадрату диаметра. 

Вот пример. Пусть диаметры 3 и 5; разность между 
ними 2; она не делится на 3; потому, утрзивая, заменяем 
диаметры на 9 и 15, и разность на 6, отчего отношение 
остается прежним. 


Получаем: 
Меньший Два средн. Больший д аметр 
диаметр г рафметич. ‚еньыший 
9 11 13 15 цилиндр 81 
Пояс 66 
9 Разн. 6 6 15 
Усеченный 
конус 147 
81 66 78 225 Остаток 
Для вписанного Для Для Для описанного кольца 78 
осгатка : 
Больший 
цйлиндра пояса кольца цилиндра вилиндр 225 
Пример 2 Пример 3 
Диаметры Диаметры 
5 у 9 |9 19 20 21 22 
5 6 1) 3 
Цилиндр 25 Пояс 42 Усеч. Цилиндр 361 Пояс 60 Усеч. 
конус 67 конус 421 


Иначе то же можно получить следующим образом: надо 
перемножить диаметры между собой, а их разность — на ее 
третью часть и произведения сложить, — получится усечен- 
ный конус в Таких единицах, в каких квадрат диаметра 
выражает соответствующий цилинлр. 
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Вот три предыдущих примера: 


69 о бо 193 19 

5 29 11205 221 19 
135 12 81 Цили др 55 12 95 Цилинар 418 3 36| Цалиндр 
12 мезьший 12 меньший 3 меньший 
147 Усеч. конус 67 Усеч. ко тус 421 уУсеч. конус 


Добавление 2. Части цилиндрического кольца между 
меньшим и бэльшим цилиндрами, образованные коническими 
поверхностями, опирающимися на одно и то же основание, 
пропорциональн ы, так же как и сами цилиндры, своим высо- 
там, а потому им же пропорциональны и усеченные конусы, 
заключенные между тгми же параллельными кругами. И если 
бы даже верхнее основание было бы не параллельно ниж- 
нему и не круг, а эллипс, наклонный к оси, то тем не ме- 
нее внешние и внутренние части цилиндрического кольца 
будут пропорциональны высоте, на которой находится центр 
эллипса и его малая ось, равная диаметру прамого цилиндра. 

Потому не зря в предыдущей теореме я искал для изме- 
рения частей конуса, отсеченных плоскостью, наклонной к оси, 
способа, основанного на рассмотрении малой оси эллипса. 
Впрочем, поверхность, рассекающая такое цилнндрическое 
кольцо непостоянной высоты, не является прямым конусом 
с той же осью, как и’ цилиндры, но конусом наклонным. 


ОБРАЩЕНИЕ К ПАТРОНАМ 


Рукопись этой книжки пролежала шестнадцать 
месяцев у аугсбургского книготорговца, и хотя была 
ему рекомендована лучшим украшением нашей Германии 
и при жизни моим преданнейшим другом Марком 
Вельзером, все же вопреки данному мне обещанию 
не была напечатана. 

Наконец, уже после того как Вельзер отошел 
от человеческих дел (он умер 23/УТ 1614 г.), я вы- 
требовал снова в свое распоряжение мою книжку от 
залержавшего ее издателя. С этого времени у меня 
явилось намерение напечатать эту книжку самому, не- 
смотря на болышой недостаток средств. При этом мне 
представилась возможность не только исправить ее, 
но и продвинуть в отношении объема сравнительно с 
первоначально написанной. Не скрою, что на эти раз- 
мышления было затрачено некоторое время, уделенное от 
прочих занятий, но я не жалею об этой потере, так 
как никоим образом невозможно, чтобы пожал плол 
бессмертия труд, не посеявший некоторого времени. 

Слышанные тобой, славный и благородный вла- 
детельный барон Иоргер, беглые замечания о фигурах. 
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не затронутых Архимедом; но теснейшим образом 
связанных со свойствами бочек, ты счел нужным ни- 
коим образом не опускать, а лучше присоздинить в 
виде приложения к этому сочинению. Существенней- 
шую часть этих замечаний я обработал так, что они 
вполне Ггодны для приложений, а до полного совер- 
\ценства доказательств остается немного, и весь ма- 
териал вставил в самую книгу на надлежащее место 
и так увязал с прочими отделами, что он может по- 
казаться не добавлением, привешенным в виде хвоста, 
но голозой и сердцем всего рассуждения, как это и 
есть на самом деле. Полагаю, что когда выберется 
время познакомиться с этими вещами, то такого же 
мнения окажешься и ты, владетельный барон Иорге>, 
и еще в большей степени ты, славнейший властитель 
Лихтенштейнский, чьи постоянные занятия этими от- 
делами философии и отличные способности к правиль- 
ному суждению я с тех пор, как впервые обращался 
к тебе в предисловии к этой книге, в настоящее время 
узнал и оценил много ближе и лучше. 


Будьте здоровы и благополучны. 


Иды и ля 1615 года, 


ДОПОЛНЕНИЕ К АРХИМЕДУ 


О СТЕРЕОМЕТРИИ ФИГУР, БЛИЗКО ПОДХОДЯ- 
ЩИХ К КОНОИДАМ И СФЕРОИДАМ 


До предыдущих результатов дошли Архимед и 
древчие геометры, исследуя природу и размеры опре- 
деленных прямолинейных и криволинейных фигур и тел, 
образованных простейшим способом с их помощыо. 

Но так как фигура бочки отступает несколько 
далее от правильных тел, то я счел, что сделаю по- 
лезное дело, если сопосгавлю для обозрения как бы 
на одной таблице способ образования этой фигуры 
и ей родственных, а также и степень их родства с 
правильными телами как для большей ясности дальней- 
ших доказательств, так и для того, чтобы возбудить 
творчество геометров настоящего времени, и, распахнув 
ворота в обширнейшье поле геометрии, как глашатай, 
возвещу, что там остается доделать и чтб вновь открыть. 


О — СЕЧЕНИЯХ — КОНУСА, СЛУЖАЩИХ ДЛЯ 
ОБРАЗОВАНИЯ ТЕЛ 


Криволинейных сечений кривой конической по- 
верхности, служащих для образования подлежащих 
нашему рассмотрению тел, существует четыре вида, 
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которые и прилагаются для сравнения друг с другом 
на фиг. 9. Именно, всякое сечение этого вида будет 
или круг СЕЁ, или парабола РСО, или гипербола 
МСМ, или эллипс СМГ. 
Начинат с простейшей, эти фигуры располага- 
ются в следующем порядке: во-первых, круг, за 
и х 


- > 
— 


Ь , \, 


Фиг. 9. 


ним следует эллипс, потом парабола и на последнем 
месте — гипербола. 

Две первые из этих фигур — круг и эллипс — за- 
мыкаются сами собой; две же последние — парабола 
и гипербола — устроены так, что при безграничном 
продолжении расходятся, все более и более при- 
ближаясь к прямолинейной форме, но никогда не 
достигая ее вполне, и притом с тем различием, что 
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ветви параболы СР и СО становятся все более и бо- 
лее параллельными одной и той же прямой С/, а 
следовательно, и друг другу, хотя в то же время уда- 
ляются друг от друга на неограниченное расстояние; 
ветви же гиперболы СМ и СМ следуют за направле- 
нием двух прямых АУи АЙ, пересекающихся в точке Ю 
и безгранично расходящихся друг с другом. Эти 
прямые АУ и АЙ все более и более приближаются 
к ветвям гиперболы, но никогда с ними не сходятся, 
и от этого свойства называются асимптотами. 
С другой стороны, в каждой паре есть по кривой, ко- 
торая уже одна представляет весь соответствующий 
вид, именно среди конечных — круг, среди бесконеч- 
ных — парабола. Эллипсы бывают стольких форм, 
сколько может быть видов прямоугольных параллело- 
грамов [К, а гитербола — стольких, сколько суще- 
ствует углов УЮЙ, образованных двумя прямыми ЮУ 
и АЙ. Конечно, это происходит от того, что как 
круг СЁ ведет себя по отношению к описанному 
квадрату ДВ определенной формы и парабола РС® 
по отношению к единственной оси прямой СГ, так 
же ведут себя эллипсы СН относительно прямоуголь- 
ников [К и гиперболы МСМ относительно бесконеч- 
ного множества форм, составленных пересекающимися 
прямыми УЮ, Ю7. Для черчения этих фигур следует 
отметить, что как в круге равны между собой все 
отрезки АС, АР, АЕБ, так и в эплипсе сумма двух 
расстояний АО, ОС, измеренных не от центра Б, а 
от двух фокусов Аи С, всегда одна и та’ же для 
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любой пары АН, СН, или АС, СЦ, или АГ, 10. 
В параболе с фокусом А, опустив какой-нибудь 
перпендикуляр К/ на ось С/, получим, что сумма от- 
резов ДС и С/ равна расстоянию РИА. В гиперболе, 
один фокус которой А лежит внутри, а другой Т— 
вне и вокруг него идет подобная же фигура У5Х, 
расстояния любой точки № до фокусов А иТ всегда 
имеют одну и ту же разность С5, равную отрезку 
между вершинами С и $5. Дальнейшие свойства 
смотри немного ниже в отделе о числе фигур тел. 


О СПОСОБАХ ОБРАЗОВАНИЯ (ТЕЛ) 


При круговом перемещении этих четырех плос- 
ких фигур (о других формах мы здесь не говорим) 
получсется бесконечное число форм тел, поверхность 
которых не является в определенном направлении пря- 
молинейной, как у конуса и цилиндра, но всюду и 
притом более или менее искривлена. Самих же перс- 
мещений вообще существует пять видов, которые 
позднее, когда дойдем до более сложных фигур, мы 
подразделим н& более мелкие. На приложенных фи- 
гурах 10 изображены эти виды. 

.. Именно (фиг. 10'), или ось СВ, околв козо- 
рой вращается фигура, отстоит от центра Р этой фи- 
гуры ЕД столь далеко, что с ней не встречается. 
Тогда фигура ОЁ, обведенная по кругу ЕСО так, 
что площадь ее остается перпендикулярной плоскости 
круга, образует кольцо, внутри которого остается 
пустое пространство с центром в точке А. 
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П. Ось вращения СВ (фиг. 101) касается враща- 
ющейся фигуры АД. Тогда при вращении точка при- 
косновения А остае‘ся неподвижной, весь круг вра- 
щается около СВ, и образуется фигура, которую 
можно назвать суженным кольцом. 

Ш. Ось вращения (фиг. 10) пересекает вращаю- 
щуюся фигуру за центром, так что вращается боль- 
ший сегмент МО.У около хорды ММ, и центр Е про- 
ходит через положение С. Получается фигура, в двух 
противоположных местах, именно около М и №, впа- 
лая и имеющая форму яблока. 

ГУ. Если же`‘ось вращения проходит через самый 
центр фигуры, так что приходится вращать полукруг 
СОВ около неподвижного диаметра САВ, то полу- 
чается полная сфера или `шар. 

\У. Если же, наконец, ось вращения пересекает 
вращающуюся фигуру перед центром, так что вра- 
щается меныпий круговой сегмент СОВ около своей 
хорды САВ, то получается фигура, заостренная на 
двух противоположных концах, которую можно назвать 
по ее виду лимоном. 


О ЧИСЛЕ И ОСОБЕННОСТЯХ ФИГУР 


Если бы три остальные фигуры, полученные от 
сечения конуса, были так же просты, как круг, о ко- 
тором до сих пор шла речь, то тел, образованных 
пятью предыдущими способами, всего оказалось бы 
20, потому что каждая фигура, как перед этим круг, 
соответственно пяти способам вращения дала бы 
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пять тел. Но благодаря неоднородной природе осталь- 
ных фигур это число тел увеличивается с 20 до 90. 

Именно, так как три собственно так называемых 
конических сечения не во всех своих частях одинаковы, 
то отсюда происходит, что если для круга все на- 
правления линии, принимаемой за ось вращения, оди- 
наковы, то для этих фигур они будут иметь различ- 
ные свойства; также и все точки круга равноправны, 
‚а точки остальных фигур отличны друг от друга. 
В круге название вершины имеет только один смысл, 
и всякая точка окружности может быть взята за вершину, 
в прочих фигурах вершиной первоначально является 
только оконечность некоторой определенной прямой, 
называемой осью и на двух следующих фигурах 
(фиг. 11) изображенной линией С! с концом в точке С. 

В более же широком смысле слова вершин бу- 
дет столько, сколько на фигуре берем линий за ось 
вращения или ей параллельных; те вершины, которые 
при вертикальном положении оси вращения занимают 
наивысшую точку фигуры, можно назвать вершинами 
по положению. Так, на дальнейшей фиг. 12, выбирая 
за ось вращения диаметр О5, найдем, что вершиной 
по положению будет точка А. Если же за ось вра- 
щения примем касательную ЕР, то вершины либо не 
получим совсем — именно при некотором положении 
тупоугольной гиперболы, — либо она окажется совсем 
не в точке А, а где-нибудь около точки О. В круге 
центр совпадает с фокусом, именно на предыдущей 
фиг. 9 в точке А. У параболы фокус только один — А, 


11 Стереометрия бочек. 
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центра же нет вовсе, если не считать, что он от- 
стоит от вершины С по линии С/ на бесконечное 
расстояние, а второй фокус на еще вдвое большее. 
У эллипса есть и центр Е и два фокуса А и (, и 
все они лежат внутри фигуры. У гиперболы тоже 
есть центр и два фокуса, но центр А лежит вне фи- 
гуры, а из фокусов один — А — внутри, другой — ГЫ— 
вне и внутри противоположной ветви У$Х. В круге 
все диаметры являются осью, в остальных же фигу- 
рах часто диаметр — это одно, а ось — другое, как ва- 
обще отличны друг от друга вид и род. Затем у па- 
раболы все диаметры, как, например, СГ, О$ (фиг. 12), 
удалены друг от друга на постоянную величину, а у 
гиперболы и эллипса все проходят через центр А, 
лежащий в случае гиперболы вне, а в спучае эллип- 
са — внутри фигуры по ее середине. 

В круге все диаметры между собой равны; в эл- 
липсе они отличаются длиной, как, например, СГ и О5$; 
в параболе и гиперболе диаметры конечной длины 
не имеют. В круге и эллипсе для любой касательной 
есть диаметр, отстоящий от нее на постоянное рас- 
стояние; в параболе и гиперболе прямая, равноуда- 
ленная от какой-нибудь касательной, например .1 А от 
ЕЕ, диаметром быть не может. И вот, благодаря та- 
ким различным свойствам точек и линий эти плоские 
фигуры при вращении образуют виды тел всегда по 
существу различных, а часто отличающихся друг от 
друга и по внешней форме, которые стоит отметить 
по отдельности, не повторяя пять видов, полученных ° 
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из кругового сечения конуса, каждый из которых яв- 
ляется как бы родоначальником целой семьи различ- 
ных, а иногда и сходных друг с другом членов. 
Начнем с тех, на которых останавливается Архи- 
мед. Пусть на приложенной фиг. 1Г С/ есть ось, 
около которой фигура РСО вращается, так, что при 
неподвижной С/ точка № проходит через точку О, 
а точка О — через точку Р. При этом образуются 
два конусовидных тела — (1) — параболическое и (2) — 
гиперболическое — и удлиненный сфероид (3), име- 
ющий форму яйца с вершинами в точках Си Ги 
с наиболышим круговым сечением ЕЮА; эти тела ра- 
зобраны Архимедом в книге о коноидах и сфероилах. 
Способ образования их тот же, как на фиг. 10 
для шара. Видов тел три, по числу (вращающихся) ли- 
ний. Пусть, далее, ось вращения уже не сама ось. 
фигуры С/, но ей параллельная. Она может прохо- 
дить вне вращающейся фигуры, как ОР, либо быть 
касательной, как ГН в точке Е. Оба эти случая 
имеют место только для эллипса, ибо для прочих 
фигур всякая линия в той же плоскости, параллель- 
ная оси, при продолжении пересекает самое фигуру. 
В случае же эллипса при неподвижной оси ОР, пе- 
ренося всю фигуру №МОРО вращением ‘центра по 
кругу радиуса ЮС, образуем вид кольца, которое 
можно назвать крутым (4), оно похоже на венок 
сельских девушек; посредине у него — пустое про- 
странство. Точно так же при неподвижной оси СН 
и точке прикосновения Е вращение фигуры ОРФО 
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образует тело того же вида, но без пустоты посре- 
дине. Это будет суженное кольцо (5). 

Оба вида легко представить себе на фиг. 10 и 
101, но только в сечении вместо круга должны по- 
лучаться эллипсы в вертикальном положении. Пусть 
ось вращения ОР находится внутри фигуры и притом 
так, что ось С/ с большей частью фигуры ОСО 
вращается около ОР, и вершина С проходит через 
точку 5, а / — через У. Тогда парабола и гипербола, 
особенно последняя, образуют тело ОСО$У, похожее 
на гору Этну, благодаря углублению на ее вершине, 
которое греки называют кратером (6, 7). Эллипс же при 
этом условии образует тело, похожее на айву — (5), 
которое легко представить на фиг. 10, но вместо 
круговых сечений опять надо вообразить, что нани- 
заны эллипсы в вертикальном положении. Пусть те- 
перь названная ось вращения ОР расположена за парал- 
лельной ей осью С] так, что вращается меньшая часть 
фигуры ОР, не содержащая оси СГ. Тогда от парабо- 
лы и гиперболы получается вид прямых ‘рогов МОР 
(9, 10), острых или тупых, подобных прорезающимся 
рогам животных. Эллипс же дает тело ОР, похожее 
на оливку или сливу (11), подобное фиг. 10%. 

Оставив теперь ось С/, возьмем за ось вращения 
перпендикулярную ей прямую в плоскости же фигуры, 
и пусть сначала она проходит вне фигуры, как, на- 
пример, ГХ. Тогда наши фигуры, вращаемые около ГХ, 
образуют кольцеобразные тела, и притом  пара- 
бола и гипербола дают бесконечные поверхности, так 
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как вращаются ветви СР и СО, отверстые наружу 
(12, 13). Эллипс же, перемещаемый около подобной 
внешней оси ГА, перпендикулярной его оси СЮ, 
вращением центра по кругу радиуса АУ при непо- 
движной точке У дает низкое кольцо, подобное 
сплющенному кружку, подкладываемому на голову 
носильщиками, переносящими сосуды (14). Эту 
форму опять легко представить на фиг. 10', но 
вместо кругов в сечении надо взять эллипсы в лежа- 
чем положении, повернутые друг к другу вершинами. 
Пусть, далее, эта перпендикулярная ось касается фи- 
гуры в вершине С, как прямая С5. Тогда при вра- 
щении фигур около нее образуются. три вида сужен- 
ных колец, два, как и выше, бесконечных наружу — 
(15, 16), а одно из эллипса СГ при неподвижной 
точке С конечное (17), которое, как и перед этим, 
будет опять низкое или сплющенное; его легко прелд- 
ставить на фиг. 10И, если вместо кругов взять в се- 
чении эллипсы, касающиеся друг друга вершинами. 
Пусть, наконец, этот перпендикуляр к оси С/ пере- 
секает фигуру, как, например, ОМ; тогда он разделит 
площадь фигуры на две части, в случае параболы и 
гиперболы всегда не равные, потому что одна из них — 
РОСМО — окажется бесконечной, другая — ОСМ — ко- 
нечной, так что на самой линии конического сечения 
образуются три части — две бесконечные, одна конеч- 
ная; в эллипсе же, хотя обе части конечные, но 
вообще одна — ОМ№/— большая, другая — ОСМ—мень- 
шая. При вращении шести этих сегментов около ОМ 
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получается столько же новых видов тел. Два из них, 
именно образованные вращением около ОМ бесконеч- 
ных частей РОМО, простираются в бесконечность и 
около обоих концов оси (т. е. около точек О и Л) 
имеют впалую форму (16, 19). Тело, происходящее от 
вращения большего сегмента эллипса, имеет чечевице- 
образную форму, сверху и снизу похожую на пупок (20). 
Такой формы бывают маленькие приземистые дыни, ко- 
торые едят целиком, а также и шляпки некоторых гри- 
бов. Этот вид легко представить на фиг. 10 яблока, 
только вместо нанизанных на ось круговых сечений надо 
вообразить эллипсы. Наконец, от трех меньших частей 
ОМС получаются три остальных тела, по внешнему виду 
похожие друг на друга, но по существу различные. Для 
отличия эллиптическое тело ОСМЮ можно назвать 
сливой (21), а параболическое и гиперболическое — 
ОСМ!— веретенами (22, 23). Два последние, и главным 
образом ‚порсжденное весьма тупоугольной гипербо- 
лой, особенно замечательны. Получаются фигуры с вер- 
шинами и заметно округленным круговым пузом, 
а остальное тело их по направлению к обеим верши- 
нам приближается к конической прямизне. 

Среди них нам и придется, отсекая вершины О 
и №, подыскивать фигуру, подходящую к форме бочки. 

Как сказано, при этом выборе сечения части эл- 
липса не всегда будут неравны. Если перпендикуляр 
к оси проходит через центр АЮ, то он называется 
прямым диаметром или малой осью эллипса, и тогда 
половина последнего, вращаясь около оси ЕКА так, 
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что при неподвижной точке Е вершина С проходит 
через точку /, образует второй вид сфероида — сплю- 
щенный (24), с вершинами в Би А и наибольшим 
кругом САГ; о нем есть опять у Архимеда. 

Этого перечисления и различения фигур тел было 
бы достаточно для изучения винных бочек. Но так как 
я уже сказал, что в этом отделе заглядываю несколько 
далее рамок всей книжки, то прибавлю и остальные 
родственные виды тел. Возьмем на фиг. 12 вместо 
оси С/ какой-нибудь другой диаметр ОФ и примем 
его за ось вращения. При этом эллипс делится про- 
ходящей через центр Ю прямой на две похожие друг 
на друга половинки, каждая из которых при враще- 
нии около неподвижной оси ОК образует форму 
груши (25), которую по ее близкому родству ий тре- 
буется присоединить к яблокам, айвам и сливам, что- 
бы уже получился полный набор этих лакомств. Две 
же другие фигуры делятся на части, друг на друга не 
похожие, обе бесконечные. В случае тупоугольной 
гиперболы здесь бывают два случая: именно, тупой 
угол между асимптотами либо делится взятым диаме- 
тром на две острые части, либо же одна часть острая, 
а другая — тупая или прямая. При вращении ‚частей 
фигур около этой оси, за исключением последнего 
случая, образуются тела (26, 27, 28, 29), по внеш- 
нему виду ничем не отличающиеся от кратеров и ро- 
говидных, отмеченных под номерами б6, Г, 9, 10, 
но по сути дела отличные от них благодаря тому, 
что здесь ось С/ описывает коническую поверхность, 
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а там — цилиндрическую, да и вся вращающаяся часть 
расположена тут косо относительно оси. При отсече- 
нии же от тупого угла (между асимптотами) гипер- 


Фиг. 12. 


болы тупой части большая половина гиперболы при 
вращении около такой оси добавляет еще один вид, 
хотя это скорее уже не вид (30). Именно он прости- 
рается бесконечно и вниз вдоль оси и в сторону от 
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нее (если не ограничить его, как во всех подобных 
случаях, конической или цилиндрической поверхно- 
стью, получаемой вращением прямой) и не имеет 
вершины, но вместо того к середине понижается в 
виде пупка, а при удалении от оси медленно и неогра- 
ниченно повышается (30). Возьмем вместо диаметра О$ 
параллельную ему ВД, которую в случае эллипса 
можно не рассматривать отдельно от параллели и ка- 
сательной, потому что всякому диаметру соответствует 
своя параллельная касательная. 

Следовательно, эту параллель диаметру остается ра- 
зобрать только на двух остальных фигурах, будет ли она 
вне или внутри фигуры. Ни на параболе, ни на гипер- 
боле она не может проходить вне фигуры, потому что 
все параллели к диаметру входят в эти линии при их про- 
должении. Итак, проведем на этих двух фигурах какую- 
нибудь параллель диаметру О5. Но на параболе всякая 
прямая, параллельная диаметру, сама опять является 
диаметром, и нового здесь ничего не получается. 

Поэтому этот случай требует отдельного рассмо- 
трения только на гиперболе. Так как последнюю уже 
диаметр О$ рассекает на. две не похожие друг на 
друга части, то и эта параллель к О$ может быть 
проведена либо по меньшей, либо по большей части. 
Пусть эта параллель ВД проведена на меньшей части; 
она рассечет фигуру на части, еще более не похожие 
друг на друга, из которых болышая при вращении 
образует некоторый кратер (31), подобный виду (7), 
или фигуру (352), похожую на бесконечное тело (30), 
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а меньшая даст роговидный объем (58), похожий 
на вид (10). Пусть, далее, на болышей части ОФ 
проведена какая-нибудь параллель диаметру О5, при 
этом в остроугольных гиперболах может быть пять 
случаев. Именно, эта параллель может быть проведена 
между взятым диаметром и первоначальной вершиной, 
т. е. между О и С или через самое первоначальную 
вершину С, илн между двумя вершинами — первона- 
чальной С и вершиной по положению Д, или за этой 
вершиной по положению А. В случае же гиперболы 
тупоугольной вершины по положению не существует. 
Во всех этих случаях сама фигура делится на две не по- 
хожие друг на друга части. Поэтому при вращении 
образуется 13 видов, из которых четыре (34—57) 
похожи на кратеры вида (7), три (38—40) — на полую 
фигуру (30), четыре (41—44) — на острые роговидные 
тела (1/0) и, наконец, две остальные (49, 46) закруг- 
лены на ьершине и похожи на гиперболический ко- 
ноид (2) и притом тот, который образуется большей 
половиной гиперболы, остроугольной всегда, тупоуголь- 
ной же при надлежащем выборе диаметра О$ [именно 
он должен делить тупой угол (между асимптотами) ги- 
перболы на две острые части], похож на тупоугольны“ 
коноид, а вид, образованный менышей частью, — на 
коноид остроугольный. Пусть, далее, ось вращения 
касается конического сечения, но не в перзоначаль- 
ной вершине С, как, например, ЕР. При вращении 
около такой касательной параболы и гиперболы об- 
разуются два вида бесконечных тел — (47, 48), — 
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похожих на виды (15) и (16), но не столь симметрич- 
ных, потому что они’уходят от оси в бесконечность 
наклонно. Эллипс же при вращении около этой каса- 
тельной ЕР обр-зует суженное замкйутое кольцо (49), 
родственное виду (17), которое легко представить 
себе на фиг. 101, изображающей пять способов обра- 
зования тел, если вместо круговых сечений вообра- 
зить эллипсы, одинаково наклоненные к общей касатель- 
ной. К касательным можно бы причислить и асимптоты, 
пбо они как бы касаются конического сечения в бес- 
конечно удаленной точке, и отсюда возникает но- 
вый вид (50), занимающий некоторым образом сред- 
нее место между отверстыми и суженными кольцами. 

Пусть вместо касательной взята прямая, ей парал- 
лельная, проведенная внг фигуры, и пусть последняя 
вращается около этой прямой, как около оси. Полу- 
чаются четыре вида кольцеобразных тел. Парабола и 
гипербола дают тела, простирающиеся от оси в беско- 
нечность, причем вид (51), образованный параболой, 
всегда имеет круговой выступающий хребет, а виды 
(52, 53), происшедшие от гиперболы, одни имеют 
такой же выступ, другие же по мере удаления от 
самого узкого места становятся все выше и по внеш- 
нему виду немного отличаются от вида (15). При 
вращении же около оси ЯН эллипса получается замк- 
нутое конечное кольцо (54), более широкое с од- 
ного края, по форме близкое к тиаре или турецкой 
чалме, если отнять у нее верхушку. И эту форму 
легко представить по первому способу образования 
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(фиг. 10), если только вместо круговых сечений во- 
образить эллипсы, равно наклоненные друг к другу. 
Если же параллель к касательной проведена по самой 
фигуре, как [К, разделяя ее на две части, то полу- 
чается много видов, так как здесь может предста- 
виться мчого различных случаев. Именно эта прямая [А 
или не пересекает оси на фигуре, или пересекает. 
Если пересекает, то или проходит через первоначаль- 
ную вершину С, или не задевает ни этой вершины, 
ни вершины по положению около О, которая полу- 
чается при вертикальном положении касательной ЕР, 
если таковая вершина по положению вообще суще- 
ствует, так как з тупоугольной гиперболе при тупом 
угле, образованном ЕР или ГК с противоположной 
асимптотой АВ, воршины по положению не будет; 
или проходит через эту вершину по положению, или 
же, наконец, оставляет и ее в отсеченной части. Итак, 
мы насчитали пять случаев и все они возможны на 
всех трех фигурах; следовательно, получается 15 се- 
чений и при каждом на всех фигурах по две части, 
На гиперболе в трех первых случаях ббльшие части 
могут иметь две различные формы, так как могут 
простираться в бесконечность либо вниз, как всегда 
у параболы, либо вверх. Значит, поверхностей тел 
здесь получится 33 вида, из которых 13 прости- 
раются в бесконечность, из них 9 имеют около оси уг- 
лубление, и б— из последних (56—60) облалают 
круговым выступом, как кратер вида (7), но с той 
разницей, что они уподобляются горе, выдолбленной 
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снизу; три же из этих видов (61 — 63) не имеют кру- 
гового выступа — это те, высота которых бесконеч- 
на, — и они похожи на вид (19); затем два вида (64, 
65) заостренные, роговидные, как вид (10), и, нако- 
нец, два с закругленными вершинами (66, 67) — коно- 
идальные, как вид (2), — это именно тогда, когда 
линия, около которой вращается фигура, проходит 
через вершину по положению, если таковая суще- 
ствует. Из этих 13 видов 9 параболических, 8 гипербо- 
лических. 

Остальные 20,— конечных размеров и притом с од- 
ного конца толще, с другого тоньше. Из них 15 ви- 
дов (по 5 от каждой фигуры) оканчиваются остриями 
и притом девять (68— 76) (по три от каждой фи- 
гуры) с обеих сторон, их мы назовем ядрами; три 
же (77—79) (по одному от каждой фигуры) с ши- 
рокого конца закруглены, а потому родственны сфе- 
роиду; их можно сравнить с земляникой или сосно- 
вой шишкой. Наконец, три вида (80 — 82) (по одно- 
му от каждой фигуры) на широком конце вогнуты, 
а на узком заострены на манер мешочка из пузыря, 
который германцы называют иудейской вишней, втай- 
не подразумевая головку полового члена с крайней 
плотью. Пять последних видов, опять по одному от 
каждой фигуры — (53 —87) — имеют форму груш; 
они получаются от вращения большей части эллипса, 
образованной пятью указанными способами сечения; 
они все вогнуты и притом три с.обоих концов; а два 
только с одного (широкого), а тонкий в одном слу- 
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чае закруглен и похож на сфероидальный, в другом же, 
заострен и почти совпадает с пузырем, полученным от 
меньшей части эллипса. Итого получилось 87 видов, при- 
бавив к которым 5, образованныхкругом, которые являют- 
ся как бы главами семейств, составим всего 92 формы тел. 
Вот, значит, сколько родов тел получаю`ся от 
вращения по кругу конических сечений, не считая 
отдельно частей этих тел и фигур, ими составленных. 
Так, к примеру, оловянная миска обыкнозенно состоит 
из трех поверхностей: на дне — сферический сегмент, 
вокруг — параболический кратер, край же — из очень 
тупого конуса или даже наклонного пояса шара. Хотя 
ремесленные измерения большинства из этих тел сво- 
дятся к одному и тому же, тем не менее геометру 
не должны оставаться неизвестными столь многочис- 
ленные различия в их образовании, чтобы при общем 
рассмотрении некоторых частных случаев по неосто- 
рожности не впасть в необъяснимые трудности. Пусть 
же на этих отдельных случаях изощряются геометры 
по примеру Архимеда, который рассмотрел только 
четыре вида и пятым — самое сферу не потому, что онн 
самые важные или распространенные (какое; например, 
преимущество, имеет параболический коноид перед коль- 
цом, яблоком, грушей, сливой, ядром?), но потому, что 
они самые простые, всего ближе к шару и легко подда- 
ются исследованию. Мы здесь рассмотрим только те, от 
которых открывается доступ к гиперболическим вере- 
тенам, ибо их отрезки и образуют интересующие нас 
бочки. Итак, привожу о них следующие теоремы, 
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ТЕОРЕМА ХУШ 


Всякое кольцо кругового или эллинтического сече- 
ния равновелико цилиндру с высотой, равной 
длине окружности, которую описывает центр 


вращающейся фигуры, и с основанием, равным 
сечению кольца. 


Под сечением я понимаю то, которое получается 
на плоскости, проведенной через центр кругового 
отверстия перпендикуляр- 
но к поверхности кольца. 
Доказательство этой тео- 
ремы уясняется отчасти из 
теоремы ХУ и может быть 
установлено на тех же 

Фиг. 10. основаниях, на которых 

Архимед изложил начала 

стереометрии. Именно, если все кольцо ССД (фиг. 10') 
рассечем из центра А отверстия на бесконечное мно- 
жество тончайших кружочков, то каждый из последних 
по направлению к центру будет во столько раз тонь- 
ше, во сколько эта часть Е ближе к центру А, чем 
ЕР, и проведенная через нее прямая, перпендикулярная 
к ЕД, по направлению к внешней части д — в соот- 
ветственное число раз толще, так что, сложив на- 
званные толщины в крайних точках ЕЁ и ДО, получим 
удвоенную толщину в центре кружочков. Это с00б- 
ражение не имело бы места, если бы части кружоч- 
ков ЕО, находящиеся внутри и вне окружности РДЦ, 
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т. е. поту и по другую стороны прямых, проведен- 
ных перпендикулярно к ней через точки Ри О, 
не были равны и одинаково расположены (1?) 


Добавление. Этот способ измере ия объема годится 
как для круговой формы сечения кольца, так и для эллип- 
тической, высокой или низкой, как для кольца отверстого, 
Так и для суженного и даже для всех колец, какова бы ни 
была вместо круговой ЕД форма их прямого сечения, лишь 
бы састи сечения в плоскости, проходящей через АД пер- 
пендикулярно к кольцу, получались по ту и другую стороны 
от точки Р равные, одинаково расположенные. Поясним это 
на фигуре с квадратным сечением. Пусть на взятом квалрат- 
ном кольце ЕР изображает квадрат. Объем такого кольца 
можно измерить еще и иначе. Именно, оно является внеш- 
ней частью цилиндра с радиусом основания АД и высо- 
той ЕД, из которого согласно тесреме ХУТ надо вынуть 
внутренность, т. е. цилиндр с радиусом основания АЁ и 
(той же) высотсй ЕО. Следовательно, объем кольца, образо- 
ванного плсщадью квадрата, равен произведению ЕД на раз- 
ность площадей кругов (радиуса) АД и АЕ. Отношение же 
объема, равного произведению ЕД на разность квадратов ра- 
диуссв АД и АЁ, к четверти объема полученного кольца 
будет`то же, как отношение (описанного) квадрата к кругу, 
т. е. 14:11. Пусть АЕ равно 2, АД равно 4, квадраты их 
будут 16 и 4, разность их 12; умножая на высоту 2, полу- 
чим для объема 24 (единицы), учетверив которые найдем 
96; 14 относится к 11, как 96 к 753|1, т.е. к объему 
квадратного кольца. Так выходит по способу теоремы ХУ]. 
По теперешнему же способу для длины окружности РО, 
принимаемой за высоту пилиндра, получим 19 без 1|з, по- 
тому что АЁ равно 3, Ра —6, а как 7 относится к22, так 
6 —к 19 без 1/-. А так как БО равно 2, квадрат ее 4, то, умно- 
жив это основание цилиндра 4 на 19 без 4|1, опять полу- 
чим 76 без 4/1, что и подтверждает правильность теоремы. 


12 Стереометрия бочек. 


\ 
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ТЕОРЕМА АХ/Х и АНАЛОГИЯ 


Суженное кольцо равновелико цилиндру, который 
имеет основанием круг, получающийся в сечении 
кольца, а высоту, равную длчне этого кру.а. 


Именно предыдущий способ годится при всяком 
отношении АЕ к АК, и потому остается справед- 
ливым и для суженного кольца, когда центр ЁР вра- 
щающегося круга ЕР описывает круг РО, равный ему 
самому. Такое суженное кольцо рассекается через А 
на кружочки, толщина которых в точке А равна ну- 
лю, а в точке /) вдвое больше, чем в точке Р, соот- 
ветственно Тому, что окружность, проходящая через 
точку О, вдвое больше проходящей через точку Г. 


Добавление. Цилиндровидный объем, образуемый на 
фиг. 10Ш вращением криволинейного четырехугольника 
МКМ, на основании того же доказательства равновелик 
столбу, имеющему основанием этот самый четырехугольник, 
а высотой — длину круга РО. Внешний же пояс /КО, охва- 
тывающий этот цилиндровидный объем извне, как деревян- 
ный обруч бочку, к этой теореме, разумеется, не относится, 
и его объем надо определять на других основаниях.- 


Аналогия. Этот способ годи`ся для любых цилиндровид- 
ных частей яблока (а также и айвы) все более и более тонких, 
пока, наконец, /К не совпадает с ММ, что и имеет месло 
при образовании шара (фиг. 10!\), где вместо двух (линий) 
ММ и {К получается одна (линия) ВС; потому-то в случае 
сферического тела и прекращается применение доказанной 
теоремы об объеме (13). 


Добавление. Объем шара относится к объему сужен- 
ного кольца, образованного тем же кругом, как 7 к 33. 


ДополнЕеНИЕ к Архимед‹ъу 179 


Именно, произведение трети радиуса на учетверенную пло- 
шадь большого круга или двух третей диаметра на пло- 
щадь большого круга дает цилиндр, равновеликий кубу 
(шару). Цилиндр же, равновеликий суженному кольцу, имеет 
то же основание, высотой же — (длину) окружности. Следо- 
ватгльно, как окружн`сть относится к двум третям диа- 
метра, т. е. как 33 к 7, так и суженное кольцо —к шару. 


ТЕОРЕМА ХХ. 

Пояс я)лэка составляет я из пояса сферы и пря- 
мой части цилиндра, оснэванием которой слу- 
жит сегмент, недостающий (до полного круга) 
на вр2ацающейся фигуре, образующей яблоко, 
а высотод — длина окружности, описанной 
центром большого сегмента. 


Доказательство. Развернем объем яблока в часть 
цилиндра по тем же законам, по которым Архимед в 
теореме П развернул площадь круга в прямоугольный 
треугольник. Пусть РО (АО) есть радиус наиболь- 
шего круга в теле яблока (а РО — радиус вращаю- 
щегося круга), к плоскости которого в точке В вос- 
ставим перпендикуляр, отложим на нем выпрямленную 
длину 05 наибольшего круга и вообразим цилинд- 
рическую поверхность (для которой эта [5 будет 
образующей). Линия ММ служит как бы общим ос- 
трием, на котором оканчиваются все круговые объем- 
ные части. Вытянув окружность наибольшего круга 
в прямую 05, мы вытянем вместе с тем и эти кру- 
говые объзмы и сделаем их, кроме первого МОМ, 
эллиптическими, как 4,$М (фиг. 13) @%. 

12* 
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Смысл этого преобразования станет яснее из сле- 
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Фиг. 13. 


дующих (рассуждений). 
Рассечем площадь МОМ 
линиями, параллельными 
ММ, на части одинаковой 
крайне малой ширины, 
как бы линейные; соединим 
точки Ди5; из точек, по- 
лучившихся на диаметре 
АД от деления на части 
площади (МОМ), воссла- 
вим к ней перпендикуляры 
РО, ОГ до линии 45$. 
Пусть перпендикуляр из 
центра ЁР вращающегося 
круга пересекает А$ в 
точке С, через которую 
проведем СТ параллельно 
ЕЛ. Наконец, пусть О есть 
середина одного из сечений 
[К, и восставленный в ней 
перпендикуляр ОГ пусть 
пересекает А$ в точке [., 
через которую * проведем 
ГР параллельно ОД. При 
вращении фигуры МОМ 
около ММ№площадочка ИМ 


не образует почти никакого объема, потому чт о переме- 
щается крайнз незначитель но; но параллельная ей по- 
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лоска, проходящая через А, уже движется по кругу дли- 
ны АД; полоска, проходящая через О, -- по кругу дли- 
ны ОЁи так все (остальные). Слои же цилиндрического 
объема, обозначенные через РО, О, равновелики 
цилиндрическим поясам в яблоке, образованным поло- 
сками фигуры МОМ при ее вращении около ММ, 
согласно теореме ХУП (ХПГХ). Следовательно, вся 
фигура, т. е. призматическая часть /МО5$ цилиндра, 
как составленная объемами всех поясов яблока, вытя- 
нутых в прямую, равновелика объему всего яблока, 
состоящему из всех тех же поясов (15\. Далее, часть 
цилиндра на основании //ИАКю до точки ©, (остаю- 
щаяся) после пересечения его плоскостыо, проходя- 
щей через линии /А и ОЁ, будет равновелика 
цилиндровидной части яблока, от которого отнят 
внешний пояс. Следовательно, часть цилиндра, отсе- 
ченная этой плоскостью, т. е. [$09, равновелика 
этому самому поясу яблока. Так как СТ равно РР 
и служит радиусом того шара, для которого ЛМ/КМ 
является большим кругом, а Т$ равно длине этого 
болышого круга (потому что как АД относится к 25, 
так СГ— к Т$), то призматическая часть цилиндра 
над СТ до 5$ равновелика призматической части 
шара ЕО, описанной линией /К, перпендикулярной 
к ЕО. Следовательно, остальная частица цилиндра [$5ТИ 
равновелика поясу того же шара, образованному сег- 
ментом КО/. Но вся часть цилиндра ОД5Ё состоит 
из Г5ТИ и (прямой) цилиндрической части ООТУ, 
основанием которой служит сегмент /КО (равный МЕМ), 
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а высотой — ЕС, равная окружности, которую опи- 
сывает центр Р большего сегмента М/КМ при его 
вращении около ММ, а потому и равновеликий этому 
(объему ОО5Г.) пояс яблока составляется из шарово- 
го пояса, описанного тем же сегментом, и из назван- 
ной цилиндрической части (16). 


Добавление и стереометрический ` расчет. Желая 
измерить объем яблока, будем поступать следующим обра- 
зом. Должна быть дана длина ММ хорды в точке А недо- 
стающего. сегмента в частях диаметра или радиуса РО, по 
которой находится сектор МЕМ или ГЕК согласно добав- 
лению к теореме И. Именно, если половину КГ, т. е. ГО, 
выразить числом таких частей, каких в РО содержится 
100 000, то /О будет синус дуги ОГ, зная его, найдем и ОР 
как синус дополнительной дуги, и высоту ОД недостающего 
сегмента как стрелу или синус-верзус по таблице синусов. 
Умножив РО на /О, ролучим площадь треугольника /ЁК, 
отняв которую от сектора /ЕК'` найдем сегмент /КО, площадь 
которого согласно настоящей теореме умножим на длину 
окружности радиуса АР и получим объем части цилиндра 
с основанием — сегментом круга и высотой РО; этот объем 
и будет одна из частей яблока, именно Честь внешнего 
пояса. Отняв от площади круга удвоенную площадь недо- 
стающего сегмента, получим часть площади круга между /К 
и ММ; умножив ее на ту же окружность радиуса АР, полу- 
чим цилиндровидную сердцевину яблока, которая представит 
вторую часть (искомого объема). Так как /К известно, то 
известно И //. По теореме МУ найдем объем сферического 
сегмента, диаметром основания которого служит /М; умно- 
жив же площадь этого основания на высоту ММ, согласно 
теореме Ш найдем объем цилиндра, опирающегося на этот 
сферический сегмент; прибавив к этому цилиндру два най- 
денные сферические сегмента, составим цилиндровидную 
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часть шара, заключенную между /Ки ММ; вычитая ее 
из объема шара, определенного по теореме ХШ, получим в 
остатке шаровой пояс сечения КО], который и будет тре- 
тьей частью в яблоке, именно второй частью пояса яблока. 
Сложив все три части, получим весь объем яблока (17). 


Добавление 2. Точно так же поясы айвы и призе- 
мистой тыквы составляются из поясов — первый удлиненного 
сфероида, второй — сжатого и из частей сжатого или эллип- 
тического цилиндра, основаниями которых являются сег- 
менты, недостающие (до полного эллипса) на фигурах, об- 
разующих при вращении айву и приземистую тыкву, 
а высоты равны выпрямленным окружностям, описанным 
при вращении центрами фигур. 


ТЕОРЕМА ХА! 


Обзем лимона разен раз ости между поясом шара 
ц названной частью цилиндра. 


Доказательство. Так же как раныше на фиг. 10У 
СОВ вращалось около САВ, пусть на фиг. 13 ОК 
вращается около /ОК. Полоска площадки, примы- 
кающая к самой оси, не образует почти никакого 
объема, потому что она почти не перемещается; более 
же удаленные части перемещаются на длину соответ- 
ствующих окружностей, так что последняя — 0) или 
соответствующая ей АЮ передвигается на длину А5, 
равную окружности наибольшего круга в теле лимона. 
На этих основаниях выходит, что объем лимона (СОВЕ 
на фиг. 10У) на фиг. 13 равновелик части цилиндра 
ГЮ5. Так как АО вдвое болыше РО, т. е. Ц9, то 
и ОГ вдвое больше 9[, а потому прямой объем 
ОРАЮ[Г вдвое больше объема 9ТЮЁ, а значит, 
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часть ОРТо равна части оГЮГ. Но Ю[$ есть разность 
между [5Т9 и ГАГо, из которых первая равнове- 
лика поясу шара, а вторая — части цилиндра ОД Го. 
Следовательно, предложение доказано. 


Добавление и расчет. Должны быть даны длины 
оси лимона и диаметра наибольшего круга посредине объ- 
ема. Умножив ось на саму себя и разделив произведение 
на диаметр этого наибольшего в объеме лимона круга, по- 
лучим величину, которую надо прибавить к диаметру лимо- 
на; как эта сумма относится к диаметру круга, принятому 
за 200000, так и ось лимона относится к синусу (половины 
дуги) сегмента, образовавшего лимон, и так же относится 
диаметр лимзна к синусу-верзусу (той же дуги). 

По этим данным расчет производится подобно (как в 
преды тущей .теореме), но на одну операцию короче. Имен- 
‚ но, нам не нужна цилиндровидная часть яблока, но, найдя 
сначала часть оГОО (фиг. 13), а затем шаровой пояс [$То, 


вычтем из последнего первый и получим объем [5Ю, 
равновеликий лимону (18). 


Добавление 2. Точно так жз объемы оливки и эллип- 
тической сливы равны разности между поясом сфероидов — 


первый удлиненного, второй сжатого и названной части 
эллиптическогс цилиндра. 


ТЕОРЕМА ХХИ 


Пояс лимона, усеченного с обоих концов равными 
кругами, составляется из объема меньшего ли- 
мола, образованного тем же сегментом круга, 
как и рассматриваемый пояс, и чз части ци- 
лдиндра, основанием которой служит тот же 


меньший сегмент круга, а высота равна окруж- 
ности усекающего круга. 
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Возьмем снова фиг. 13, и пусть опять на ней 
часть цилиндра /.5Ю равновелика большому лимону. 
Разберем эту часть отдельно и рассмотрим ее осно- 
ваиие на фиг. 14. Эго основание является сегментом 
круговой площади, который и образовал больший, 
т.е. усекаемый лимон. Пусть этот круговой сегмент 


ограничен на фиг. 14 прямой УВЕН и дугой УСЮО. 
Пусть затем этот лимон у В Н 


с обеих сторон усечен (на 
фиг. 16 такой усеченный 
лимон обозначен через 
ЕАНЕЗОСО), так что рас- 
сматриваемый объем обра- 
зован не всем сегментом 
круга, но его внутренней ° 
частью ВСЮОН при вра- Фиг. 14. 
щении дуги СА@ около оси ВН. Следовательно, пря- 
мые ВС и НО представят радиусы усекающих кру- 
гов. Само же основание рассечется на четыре части: 

1) ВСУ с одного бока — треугольная с криволи- 
нейной стороной; 

2) с другого бока за линией НО — подобная 
первой; 

3) прямоугольный параллелограм ВНОС — по- 
средине; 

4) меньший сегмент круга, ограниченный пря- 
мой СО и дугой САО. 

Составляя (на фиг. 14} объем (аГ4Ю$ из фиг. 13), 
равновеликий всему большему лимону, проведем высоту 
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этого объема А$, равную окружности круга, прохо- 
дя.цего чергз середину тела лимона. 

Так как тогда на плоскости УЗН будут оканчи- 
ваться гипотенузы прямоугольных треугольников ВСЁ 
и [Ю5, то как ГЮ относится к Ю$5, так ВС будет 
относиться к СХ. 


Но [А относится к АЮ$, как радиус круга к его 
окружности, значит, таково же отношение ВС к СИ” 
а потому ВС представляет радиус, а СЁ — окружность 
усекающего круга. 

Соотвзтственно четырем частям основания получим 
столько же тел. 

1. Над основанием ВСУ стоит пирамидальное 
тело ВУСЁ, ограниченное плоскими и кривыми по- 
взрхностями и линиями. 

2. Подобное же ему — за гранью НОХ. Два эти 
тела равновелики отсеченным верхушкам лимона (на 
фиг. 16 эти верхушки обозначены через СЕЛ и ЕМН). 

3. Над ВНОС расположена пятигранная призма 
ВС7ХОН, ограниченная тремя четырехугольниками 
ВСОН, СОХР, Х2ВН и двумя треугольниками СБ, 
ОХН; высотой ез служит отрззок СЁ между паралле- 
лями СО и (Х. Ее объем равновелик среднему ци- 
линдру в теле усеченного лимона, имеющему основа- 
ниями усекающие круги (этот цилиндр на фиг. 16 
обозначен буквами ЕНЕС и целиком прикрыт поя- 
сом РС, НАЕ). 

4. Наконец, над меныним сегментом САО распо- 
ложено тело 5АОСА$Х, подобное тому, в которое 
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был вытянут (на фиг. 13) пояс яблока. Так как весь 
объем НУ$Ю равновелик всему объему лимона, и 
рассмотренные три первые его части равновелики трем 
соответственным частям лимона, то и оставшаяся (чет- 
вертая часть) этой цилиндрической части должна быть 
равновелика остающейся части лимона, т. е. только 
что указанному поясу, охватывающему цилиндр в тгле 
усеченного лимона. Так как эта (четвертая) часть 
(построенного) объема подобна прежнему телу, равно- 
великому поясу яблока, то и она содержит две части, 
ясно разграниченные друг от друга. Одна из них — 
прямая часть цилиндра, ограниченная четырьмя поверх- 
ностями: плоским параллелограмом СОХИ, цилиндри- 
ческой поверхностью ХЁСЮО и двумя малыми сег- 
ментами круга, из которых один ОСЮ, а другой с 
хордой СХ не изображен на фиг. 14. Высота этой 
части СИ, как уже было сказано, равна окружности 
усекающего круга. Вторая часть этого пояса, т. е. 
призма 25Х, расположена над тем же малым сегмен- 
том с хордой ИХ. _ Так как по сказанному [Ю отно- 
сится к Аби ВСк С7, как радиус к окружности, 
то такое же отношение будет и у разности [Ю и ВС 
к разности Ю5 и СА, т. е. к высоте рассматриваемой 
второй части объема пояса (призме над Д.Х). Но разность 
между [Ю и ВС есть ширина или синус-верзус сег- 
мента СОЮ (на фиг. 16 —это отрезок АР, т. е. ра- 
диус меньшего лимона, образованного вращением дуги 
НАЕ около оси НЕЁ). Следовательно, и разность между 
Ю$ и СИ, т. е. высота рассматриваемой призматиче- 
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ской части, равняется окружности круга, проходящего 
через середину тела меньшего лимона. Поэтому на 
основании сказанного в предыдущей теореме эта приз- 
матическая часть цилиндра 25Х равновелика меньшему 
лимону, образованному малым сегментом САО (на фиг. 
16 — сегментом НАР). Вот.мы и нашли в объеме 
полса усеченного лимона две части, указанные в на- 
стоящей тгорзме, так что объем всего усеченного ли- 
мона составляется в общем из трех элементов: объема 
менышего лимона, (среднего) цилиндра и прямой части 
(другого) цилиндра. 


Добавление и расчет. Для измерения объема усечен- 
ного с обеих сторон лимона будем поступать следующим об- 
разом. Должны быть даны длины диаметров как наибольшего 
круга посредине объема, так и усекающих кругов, и рас- 
стояние между ними — все ‘в одной и той же мерс. Из дна- 
мегра наибольшего круга надо вычесть диам-тр усекающего, 
на разность разделить квадрат расстояния между усекаю- 
щими кругами и к частному прибавить делитель. Тогда 
отношечие этой суммы к дэлителю гави› отношению 
200 005) — обыкновечной меры для диаметра в таблице си- 
нусов — к синусу-верзусу сегмента обра уощего: 1) мень- 
ший лимон, 2) пояс большего лимона, 3) пояс шара, 4) пояс 
яблока, получающегося от вращения больщего сегмента того 
же круга, как и меньший лимон. Таково же и отношение 
числа 200 000 к диаметрам и расстоянию между усекающими 
кругами при той же единице меры. Теперь согласно добав- 
лению к теореме ХХ1 найдем объем меньшего‘лимона через 
пояс яблока и пояс сферы. Этот объем будет первой частью 
усэченного лимона. Затем по известному уже диаметру 
усекающего круга найдем в тех же мерах длину его окруж- 
ности и умножим ее на найденную площадь сегмента; по- 
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лучим вторую часть усеченного лимона, прибавив которую 
к первой найдем объем его по са. В-третьих, умножая пло- 
шадь усекающего круга на известную длину рассгояния 
межлу этими усекающими (плоскостя- 7. 
ми), определим третью часть усечен- 
ного лимона. Сложив вместе все эти 
части, и получим объем усеченного 
лимона (19), 


Добавление 2. Подобным же об- 
разом (объем) пояса усеченной оливки 
и эллиптической сливы ссставлястся 
из объема меньшей оливки или сли- 
вы, образованной (вращением) того 
же сегмента эллипса, и из части сжа- 
того цилинпра, опирающегося на этот 
же сегмент и имеющего высотой дли- 


ну окружнссти круга, усекающего 
оливку или сливу. 


Примечание. Сюла же я отнес 
доказательство теоремы ХУГ о поясе 
усеченного конуса, охватывающем ци- 
линдр, так как оно родственно дока- 
зательству настоящей теоремы. Пусть 
КЕ МР представляет сечение прямого 
усеченного конуса чегез его ось УХ, 
РМ — диаметр осиования, КЁ — диз- 
метр усекающего круга; КО и [М - 
перпендикуляры к этому диаметру, 
так что КГ, и ОМ равны межлу собой, и 
фигура КОР подобна фигуре ММ, четырехугольник КУХО 
подобен четырехугольнику [УХМ. Развернем по пря ой 
объем усеченного конуса по тому же закону по гакому до 
сих пор мы развертывали различного рода фигуры, огра- 
ниченные поверхностями, кривыми во всех направлениях. 


Фиг. 15. 
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Так как линия РК на кочической п.верхности прямая, То 
и развернутая поверхность окажется плоской. Пусть это 
будет АВКР, и пусть РА равняется длине окружности ос- 
нования РМ; КВ — длине окружности усекающего круга ЁА; 
тогда и ОС будет равно КВ; наконец, отложим РО тоже 
равным ОС и соединим точки В, Си О так, что образуется 
треугольник ВСО, равный треугольнику КОР и имеющий 
с ним параллельные стороны и плоскости. Поэтому две пя- 
тигранные призмы СВУХОК и КОРОСВ, как заключенные 
между двумя параллельными плоскостями, имеют равные 
высоты. Разница между этими призмами в том, что пер 
вая, СВУХОК, составляет половину параллелепипеда с ос- 
нованием КОХУ и высотой ОС, а вторая имеет основа- 
ние КОР иту же высоту ОС и измеряется непосрелд- 
ственно, будучи втрое больше пирамиды ДОРК с той же 
высотой. Наконец, над основанием ОСВ расположена пи- 
рамида АВСО с высотой РА, равной разности окружностей 
РМ: и КЁ ис основанием ОСВ, равным основанию пирамиды 
ЛРОРК. Так как пирамиды на равных основаниях относятся 
как их высоты, то третья пирамида с основанием РОК и. 
высотой РА, составленной из РО и РА (и равной окруж- 
ности РМ), будет равновелика сумме пирамид ДОРК 
и АВСО. Призма же с теми же основаниями (РОК) и вы:о- 
той (РА) будет втрое больше этой пирамиды, а с высотой, 
равной трети РА, будет равновелика двум последним пира- 
мидам. Остающаяся часть от более низкой призмы КОРОСВ, 
т. е. ДОКВС, созержит двг трети призмы. Следовательно, 
объем этого остатка равен произведению двух третей вы- 
соты ОС (т е. окружности круга КЁ или ОМ) на площадь 
основания РОК. Из этих частей.и составляется объем, ко- 
торый мы назвали поясом усеченного конуса. Остающаяся 
же от не:о часть, т. е. внутренний цилиндр, равновелик 
призме СВУХОК, которая является как бы пространствен- 
пьм треугольником СОХ со всюду’ одинаковой толщиной 
ОК, ХУ. СВ, и, так же как при вычислении площади тре- 
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угольников, от умножения основания К_)ХУ на половину 
высоты ОС (т. е. половину длины скружности АКГ или ОМ) 
получается объем этого цилиндра. Это относится к проис- 
хождению (объема). Остальное, на чем основано наше крат- 
кое правило (в теореме ХУ!]), для краткости и наглядност ! 
поместим в табличку. 

На основании роказанно’о 


Для пояса: Лля цилинара: 
Плошаль КОР, или по п›опорцио- | Площад, КОХУ, или ОХ, или 
нальности полов..на РО, или сама вдвое боль'пая ОМ умнол а.тся 
РО умножаегся 


на треть РА и две тр.ти ОС, или | на половину СС, или на половину 
по пропорционал! ности на треть ОМ, т. е. на ОХ, или по пропор- 


РМ и две трети ОМ, или по про- | ци н льности н!: утроенную ОХ, 
порциональности н1 РМ и удвоен- т. е. на ОМ и МХ 
ную ОМ 


Другими словами, надо умножить: 


РО или вдвое большую ее сумму Сумму ОМ и МХ или ее же уто- 


РО и ММ, т.е. разность диамет- енную, т. е. уггогнную длину ОМ 
ров Аи РМ меньшего диаметра 
на РМ и у. военн,ю СО№М на меньший дпамегр ОМ 


Таким образом требуемое до азано. Краткое правил ›, 
вытекающее из этого доказательства, уже дано в теоремах 
ХУ[ и ХУИ: его должно включить в иаст ящ›е дополнени , 
как особое укгашение (9). 


Пример на некоторые из предыдущих правил 


Пусть на фиг. 16 НАЕССЕ из. б_ ажает тело усеченного 
лимона; диаметр наибольшего круга в нем АС пусть равен 22, 
(диаметры) усеченных кругов ЕС, НЕ пусть равны 19, рассто- 
яние между ними НЕЁ, чли МК, или РО пусть равно 27. 
Половины этих длин, т. е. СА, КЕ и КГ, будут отн ситься 
друг к другу тоже как 22:19:27. Разность между АЁ и [Р 
(›авной ЕК) будет 9. Во-первых, надо найти, какую часть 
окружности составляет луга НАБ. Так как АР — часть ог 
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диаметра этой окружности, 
а ЕР — перпендикуляр к ней, 
то как АР относится к РЕ, 
таки РЕ — к остальной части 
диаметра. Так как РЁ равно 
27, то квадрат ее будет 729; 
разделив его на АР, т.е. на 
5, получим остаток диаметра 
243, придав к которому АР—3 
получим, что диаметр равен 
246, а радиус равен 123. Что- 
бы можно было воспользо- 
ваться таблицей синусов, все 
линии надо выразить числа-. 
ми, употребляемыми в этих 
таблицах, так что 123 при- 
дется заменить через 100 000, 
а для АР вместо 3 взять 2439, 
что и будет синусом-верзу- 
сом искомой дуги АЕ. Потому 
согласно правилу употре `ле- 
ния таблиц синусов, вычитая 
его из радиуса, равного 
100 000, получим 97 561 как 
синус дополнительной дуги, 
которая будет равна 77519’9". 
Следовательно, дуга АБ рав- 
на 12540'51", и ее синус РЕ 
по таблице будет 21951. Ту 
же (величину 21951) полу- 
чим, если найдем число, от- 
носящееся к 27 — значению 
РЕ в прежних мерах, — как 
100000 относится к 123. Итак, вся дуга ЕАН равна 25521'42". 
Так как по теореме ХХП нам нужно знать площадь сег- 
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мента ЕНА, то будем искать ее согласно 2-му дополнению 
к теореме И следующим образом. Нлощадь всего круга со- 
держит 31415 926 536 таких частей, каких в квадрате диа- 
метра 40 000 000 000, именно квадратиков, длина и ширина 
которых равняются одной такой части, каких в диаметре 
200 000. Потому часть площади круга, ограниченная дугой ЕН 
и линиями, соединяющими концы ее Ри Яс центром, т. е. сек- 
тор сдугой ЕН (величина которого пропорциональна луге), бу. 
дет равна 2 213 222 936. От этой площади сектора надо отнять 
треугольник, вершина которого — в центре, а основание — 
прямая ЕЯ. Так как от А до центра 100 000, аот А доР 2439, 
то от Р до центра, т.`е. длина высоты треугольника, будет, 
как и раньше, 97 561. Умножив эту высоту на РЕ, т. е. 
половину основания, которая оказалась равной 21 951, по- 
лучим для площади треугольника 2 141 561 511; вычтя ее 
из площади сектора, найдем для площади сегмента ЕНА 
величину 71 661 425. С помощею этой площади нам сдела- 
ется известной прямая часть цилиндра, основанием которой 
служит эта самая площадь, и, разумеется, меньшая часть 
пояса того яблока, которое образуется вращением около 
оси НЕ большего сегмента, остающегося после отнятия от 
круга сегмента ЕАН. Именно, согласно теореме ХХ эту 
площадь надо умножить на окружность, которую описывает 
центр этого большего сегмента. Длина же этой окружности 
находится так. Высота треугольника. равна расстоянию цен- 
тра до средней точки Р на оси ЕН, т. е. 97 561, а это и есть 
радиус искомого круга. Так как отношение окружности к 
своему радиусу у всех кругов по теореме [ одно и то же, 
то. как радиус круга ВАЛ, равный 100000, относится к его 
окружности 623 3181|», так.. радиус, равный 97 561, относится 
к своей окружности, (которая будет равна) 612994. Умно- 
жив ее на площадь сегмента, получим 43928 023 556 450. 
Итак, в той части пояса яблока, которая равновелика пря- 
мой части цилиндра, построенной в теореме ХХ, содержится 
написанное число кубиков, длина, ширина и высота кото- 
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рых равна стотысячной части диаметра круга ЕАН и ко- 
торых в кубе, описанном около шара, образованного этим 
кругом, будет 8000000 000 000000, а в объеме’ шара 
4 188 790 204 786 301. — Другая 
часть этого пояжа яблока рав- 
новелика по теореме ХХ. шаро 
вому поясу ЕАН, описанному 
тем же сегментом ЕРНА вокруг 
остальной части объема шара. 
Следовательно, надо отыскать 
пояс шара, для оторого’ ЕАН 
является большим кругом. 
Расслотрим. фиг. 17, и 
пусть на ней КСМ — та дуга, о 
которой до сих пор шла речь, так 
что ищется гояс шара СОВГ, 
проходящий через`АСМи НВМ. 
Согласно теореме ХУ, добавле-` 
нию 2 надо опоеделить объем 
шарового сегмента КНО; Так 
как №К равна 25221'42", а СК— 
12540'51",. то КО равча 77°19'9"; 
а ее синус — К/ — равен 97 561. 
Круг, описанный на КИ как 
диаметре, служит основанием 
сегмента КНР. Площадь этого 
круга легко определяется, так 
2 как квадрат радиуса САШ— 
фиг. 17. 10 000 000 000— относится-к пло- 
щади своего круга, как квадгат’ 
КТ — 9518 148 721 — к площади круга К/Н, (которая поэтому 
равняется) 29902 146 098. Умножая ее на треть высоты 
конуса /О, получим объем сегмента ЫКО. Высоту же /О 
определим по пр вилу теоремы ХП\У. Так как известны 
дуга КС и ее синус ГА, равный, как и выше, 21951, то /)р 


= 
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равна 78049 и Ш, — 121951. Но И, относится к ГА, как 
12 к 09. Приписав к) - 78 049 — пять нулей и разделив 
на /Г — 121951, — получим, что ДО равна 64 000. Следова- 
тельно, вся высога /О будет 142 049, а третья часть ее—47 350. 
Умножив ее на основание А/Я, получим для объема сегмента 
НКР или равного емун жнего МЕМ 1 415 866 617 740 300. Так 
как объем всего шара по теореме ХПесть 4188 790 204 786 391, 
то, отняв оба сегмен:а, получим для объема слоя НКММ 
- 1357 056 939 305 791. К тому же можно притти ва основа- 
нии добавления к теореме ХУ и без знания площади ос- 
нэвания. Именно /[. есть высота большего сегмента сферы, 
а [р — остаток от диаметра, и как /О относится к ради- 
усу ДА, так Г. — высота большего сегмента —к ДР. 
Отсюла получается отрезок /Р, пропорциональчый боль- 
шему сегменту, а так как /О была пропорциональна мень- 
шему, то сумма ОР пропорциональча всей сфере, и отсюла 
для сегмента ЫКО получается та же величина, что и рань- 
ше Далее, от слоя НК ММ надо откинуть срединный цилиндп, 
основание которого то жез как у сегмента, т. е. НИК, а вы- 
сота АМ, т. е. удвоенчат ГА. Так как ГА равна 21 951, то вся 
высота бупет 43 902; умноживее на площадь круга ЕК, по- 
‘лучим объем цилиндра, опоясанного искомым поясом, равным 
1 312 764 017 994 396. Отняв его от объема слоя ЫКММ, полу- 
чим для объема пояса КСМНВМ (величину) 44 292 951 311 395. 

На фиг. 16 высота последнего цилиндра изображена 
отрезком ЕН, и шаровой пояс образован тем же сег» ентом 
ЕНА, который ` лежит в (основании) прямой части первого 
цилиндра. Из этих ‘двух частей, т. е. из шарового пояса и 
прямой части цилиндра, и составляется объем пояса яблока. 
Отсюда п> теореме ХХ! уже легко получается объем ллмона, 
образованного тем же сегментом ЕНА в виде разности м-жду 
объемом шарового пояса — 442).;. — и объемом той же'части 
цилиндра — 4392... Именно, получается 364927 754 945 для 
объема меньшего лимона, образов .нного вратением сегмента 
ЕНА около оси ЕН, этот объем понадобится для дальнейшего 


13* 
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Наконец, перейдем к больи ему лим^ну ГАМС и его 
среднему слою НАЕССЕ. И этот слой состоит из цилиндра 
ЕСЕН и облекающего его слоя, образованного вращением 
сегмента НАЕРН около оси МЕК так, что точка Н про- 
ходит через А, А — через С, Р — через Ои Е— через (. 
Цилиндр РОЁЕН вычисляется следующим образом. Каких ча- 
стей в АГ содержится 22, таких же в РЁ или ЫМ было 
19, ав АР—3. Но при употреблении таблицы синусов 
дя АР вместо 3 надо взять 2439 частей и именно таких, 
каких в радиусе круга ЕАН содержится 100000. Так как 
3 относится к 2439 или (как и выше) 123 к 100000, как 
19 к 15 447, то последнее число и представит радиус НМ 
круга НЕ, площадь которого и надо найти. Как квадрат 
радиуса 10000, т. е. 10000 000 000, озносится к площади 
круга 31 415 926 536, так и квадрат радиуса 15 447; т. е. 
238 609 809 — к площади его круга 749 614 823, которая, т. е. 
НР или ЕЦ, и служит основанием цилиндра. Высота же 
его уже известна из предыдущего и равна (как и лля 
цилиндра в шаге) 43 90?. Умножив эту высоту на только 
что найденную площадь оснокания, получим для сбъема 
цилинд: а РНЕС величину 32 59 689 959 346. Остается опре- 
делить пояс большего ‘лимона, По теореме ХХП этот пояс 
большего лимона МАС, т. е. его усеченной части НАЕССЕ, 
составляется из найденного объека меньшего лимона, 06. 
разованного сегментом НАЁ, и из части цилиндра, спираю- 
щегося на этот сегмент ЕНА и имеющего высотой ллину 
окружности усекающшего круга НЕ. Опять находим, что 
как радиус 100000 относится к окружности 628 318, так 
радиус НМ - к окружности НЕ, (равной отсюда) ‘97 056. 
Умножив ее на площадь кругового сегмента ЕРНА, ранее 
найденную равной 71 661 425, получим объем прямой ‘части 
цилиндра — 6 955 171 264 800, — составляющий первую часть 
в объеме пояса усеченного лимона. Прибавляя к ней найден- 
ный объем меньшего лимона — 364 927 754 945, — получим 
для всего объема пояса усеченного лимона 7 320 099 019 745.- 
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Пгибавив, наконец, объем цилиндра, скрытого под этим 
ноясом, равный 32 909 583 959 346, получим весь объем усе- 
ченного цилиндра 40229 688 919 091, из которого внутрь 
пояса набито больше одной шестой, но меньше одной пя- 
той. Для сравнения стоит еще вычислить объем не лимонг, 
но тела, составленного из двух усеченных конусов АСЕН 
и АССЕ, так что линии АН, АЕ, СР, СЦ надо брать пря- 
мыми. Для этого по теореме ХУП надо вычислить объем 
конуса СВЕ и конуса СВА. Возьмем конус СВЕ, основа- 
ние которого - площадь круга СЕ — уже раньше было 
найдено равным 749 614823. Высота же КВ получается 
следующим образом. Как АР — 3 — относится к РЕ — 27, — 
т.е. как 1 относится к ©, так и ЕК — 15 447 —к КВ; но так 
как по теореме 1У для нахождения объема конуса площадь 
основания надо умножить только на треть высоты, т. е. 
на утроенную ЕК — 46 341, —то для объема конуса СВЕ 
получим 34 737 900512643. Перейдем к другому конусу, 
площадь основания которого — АС — еще не известна, но 
легко находится из площади круга ЕС. Именно, ЕК или 
РЕ относятся к СА, как 19 к 22, а потому их квадраты 
относятся друг к другу, как 361 к 484, и так же, как эти 
квадраты, относятся площади кругов. Потому площадь кру- 
га АС, служащего основанием кочусу АВС, равна 
1005 023 661. Затем опять, как АР — 3 — относится к РЕ— 
27, — т. е. как Г к 9, так АЕ — 17886 — (составленная из 
ранее найденных АРи РГ или НМ) относится к [В — вы- 
соте кочуса. Поэтому, умножив треть удевятеренной АД, 
т. е. утроенную АЁ — 53658 — на найденную площадь, 
получим объем конуса АВС — 53 927 559 601 938. Отняв 
отсюда конус СВЕ, получим объем усеченного конуса 
АССЕ или равного ему АСЕН — 19 189 659 089 295. Поэтому 
весь объем тела, составленного из двух усеченных кону- 
сов, будет 38 379 318 178 590. Таким образом получаем 
меньше, чем раньше, на 1 850 370 800 501; эга величина и 
содержится в двух наклонных поясах, изображенных дуга- 
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ми НА, АЁ и прямыми НА, АЕ; это составляет немного 
меньше одной дьадцать восьмой части двойного усечен- 
ного конуса. Пользуясь другим более кратким способом, 
как при подобных конусах, найдем число, которое . отно- 
сится к объему большего конуса 58927 :59 601 938 ( ли 
меньшего, если сиачала вычислим его), как разность 3789 
(куб в 22 и 19) относится к 10648 (куб .22) или к 6859. 
(куб 19); это число и будет выражать объем того же усе- 
ченного конуса, как и выше. Согласно же тсореме ХУЛ и 
приведенному в последнем примечании ее доказательству 
можно поступать так. Сначала находим цилиндр РНЕС, 
равный 32 509 589 959 346, откуда его половина будет 
16 454 764 979 673. Затем берем из!:естные` в первоначаль- 
ных мерах АС — 22, РО или НЕ- 19, .а удвоенная — 
38, — и составляем сумму — 60 и разность —3 диаметров 
оснований. Отсюда, умножая 3 на 60, получаем прямоугольник 
180, пропорциональный поясу усеченного конуса, в то время 
как утроенный квадрат меньше диаметра НЕ, т. е. 1083 про- 
порционален цилиндру, вписанному в усечезный конус. 
Следовательно, как 1083 относится к 180, так цилинлр 
16 454 794 979 673—к поясу усеченного конуса. Еще короче, 
по правилу дополнения к теореме ХУП вычисляем так: 


Диаметры 19, 20, 21, 22 Или так: 19;3 
19, 3 22; 3 
361, 60 418; 9 

42] 3. 

43] 


‘Следовательно, как 361 относится к 421, так найденный 
цилиндр 16454 794 979673 относится к 2734858 971 691 
(объему пояса усеченного конуса). Отвяв же от найденного 
выше объема усеченного конуса цилиндр, получили бы 
2734 864 109622; незначительную разницу дают не совсем 
точные значения синусов, какими мы пользовались, 
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О ВЕРЕТЕНАХ 


До сих пор для нахождения правил измерения 
яблок, ‘лимонов, айвы, приземистых дынь, оливок и 
эллиптических слив нам на помощь приходили цилиндр 
и шар или вместо него сфероид, преобразованные в 
части соответствующего цилиндра. Именно, не на- 
ходя на самих фигурах законов для (измерения) це- 
лых тел, мы отыскали меры для их частей в частях 
цилиндров. Но так как некоторые части цилиндра, 
хотя и вполне определенные, или еще вовсе не имеют 
законов для непосредственного измерения их объе- 
мов или, если и имеют, но не вполне ясные, то нам и 
помогали шар и цилиндр, которые, имея уже извест- 
ные правила измерения объема, будучи преобразованы 
в такую часть цилиндра, внесли и в нее те же за- 
коны для объемных вычислений. Теперь остается более 
трудное исследование о параболических и гиперболи- 
ческих веретенах, при котором до сих пор употреб- 
лявшийся способ доказательства опять оказывается 
недостаточным. Именно, если `мы`и преобразуем ве- 
ретено тем же способом, как лимон, оливку и сливу, 
в призмовидный столб, сохраняющий вдоль всех об- 
разующих кривизну конического сечения (фиг. 9) 
ОСН, РСО или МСМ, мы сможем доказать про объем 
полученной фигуры нисколько не больше, чем о са- 
мом- веретене. Во-первых, именно здесь нет целого 
объема, с которым можно бы было сравнить приз- 
мовидный, ибо столб, как и само сечение, не огра- 
ничен в направлении РО ити ММ, затем, ни шар, ни сфе- 
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роид своим наибольшим кругом не совпадают с этим стол- 
бом над коническим сечением, так как круг либо касает- 
ся конической линии в одной точке, если описан из фо- 
куса А через вершину С, либо если через точку С про- 
веден круг побольше, то он, конечно, касается фигуры 
в точке С извне, но затем пересекает ее еще в двух точ- 
ках около С, а далее уже совсем отступает от кривой 
конического сечения. Потому, подобно тому как в телах, 
образованных сегментом круга, мы прибегали к шару, 
ав эллиптических — к сфероиду, так в образованных 
параболой и гиперболой нам остается обратиться к род- 
ственным коноидам ‚если эта попытка целиком не удастся, 
то в остальном поизовем на помощь геометров (21). 


ТЕОРЕМА ХХ! 


Два конуса, образованные вращением прямэугольного 
треугольника, как около оси, один раз окол> 
меньшей, дугой — около большей из сторон, 
заключающих прямой угол, пропорциональны 
сторонаи, описывающим сснлвания. 


Пусть АВС — прямоугольный треугольник, в ко- 
тором менышая из сторон, заключающих прямой. 
угол, В.Л, принята за ось, так что гипотенуза ВС при. 
вращении фигуры образует коническую поверхность 
СВЕ с вершиной В и основанием СЁ. Затем пусть 
за ось принята большая сторона АС, и пусть фигура 
при вращении оксло нее образует конус ВСР с вер- 
щиной Си кругом ВО в основании, Утверждается, 


ДополнениЕ к Архимгкху 201 


что как. СА относится к ВА, так и тело, ограничен- 
ое кругом СЕ и конической `поверхностью СЕВ, 
относится к объему конуса ВОС. 

„Доказательство. По ссылке, сделанной в тео- 
реме ХУГ, отношение конуса ЕВС к конусу ВСР 
равно произведению отношений 


круга ЕС к кругу ВР и высоты Г 

АВ к высоте АС, отношение же 6 д ё 
круга ЕС к кругу ВО равно ква- ,, 

драту отношения радиуса АС к ра- Фиг. 18. 


диусу АВ. Поэтому отношение ко- 

нусов ЕВС к ВСР равно произведению отношений АС 
к АВ, опять АСк АВи АВкАС. Но произведение от- 
ношений АСк АВ и АВк АС дает самое простое 
отношение — отношение равных, т. е. единицу, кото- 
рую можно откинуть из (общего произведения) осталь- 
ных отношений, не меняя его величины. Следователь- 
но, из «трех множителей, составляющих отношение 
конусов, два последних взаимно сокращаются, остается 
только один первый, и конус ЕВС относится к ко- 
нусу ВСР, как АС — радиус круга ЕС—к АВ, 
радиусу круга ВО. 


ТЕОРЕМА ХМУ 


Удлиненный сфероид, вписанный в сплющенный, име- 
ющий с ним одни и те же диаметры, но пе- 
реставленные оси (вре щения), относится к сплю- 
щенному, как меньший диаметр к большему 
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Пусть ‘на фиг. 19 СЕР— удлиненный сфероид 
е вершинами С, Г, а на фиг. 20 АСЕ — спающен- 
ный с вершинами А,Б, и пусть ось первого СГ равна 
диаметру второго, ^/, а диаметр первого АБ — оси 


Фиг. 20. 


второго, АЕ. Утверждается, что удлиненный‘ эллипсоид 
или яйцо относится к сплющенному или чечевице; 
как меньший диаметр АЁ — к большему СГ. Построим 
конусы в половине яйца АСЕ с вершиной в`С и 
с основанием — кругом АБ, и в половине чечевицы” СА/ 
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с вершиной в А .и.с основанием — кругом ГС. По 
предыдущей теореме как радиус АЮ круга ЕА отно- 
сится к радиусу ЮС круга С/, таки конус АСЕ — к. ко- 
нусу ГАС. Но половина сфероида всегда вдвое больше 
вписанного в него конуса с той же вершиной и с. тем: 
же круговым ‘основанием. Следовательно, половины 
сфероидов, а значит, и целые сфероиды, пропорцио- 
нальны АР и АС, т. е. и вдвое болышим АЁ.и СГ (22). 


ТЕОРЕМА ХХУ 


Сегмент шара, повидчмому, относится к полу- 
лимону, образованному тем же сегментом круга, 
как радиус ос-ования сегмента— к его оси 
или высоте. 


Законное доказательство пусть отыщут другие. 
Я же, чего не могу доказать бесспорно, . постараюсь 
подтвердить, опираясь на четыре соображения. 

Во-первых, по аналогии. Именно, что справедливо 
в случае полушара как наибольшего сегмента, начала 
всех остальных, а также и в полусфероиде, и-в случае 
наименышего, как бы последнего из всех сегментов, 
то, повидимому, будет иметь место и для промежу- 
точных сегментов. В случае полушара дело обстоит 
следующим образом. Отношение сторон квадранта, 
заключающих прямой угол, равно единице, и соот- 
ветственно этому объем, получающийся от вращения 
квадрачта около. высоты, равен объему, образован- 
ному вращением его же.около основания, `Пюдебным же 
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образом эта пропорциональность имеет место и для 
самых маленьких сегмента шара и соответствующего 
ему лимона, потому что чем’ они меньше, тем меньше 
отличаются от них вписанные в них конусы, каторые 
по. теореме ХХИ имеют названное отношение, а значит, 
оно же будет и у описанных тел. Хотя я признаю, 
что переход от абсолютно наименьшего к нему весьма 
близкому не всегда надежен. 

Во-вторых, названная пропорциональность по 
предыдущей теореме имеет место для полусфероида, 
хотя там отношение диаметров не равно единице, 
как в шаре, но соответственно бесконечному разно- 
образию сфероидов имеет бескснечное множество значе- 
ний. Подобно тому как удлиненный сфероид можно 
считать вписанным в сжатый, так и лимон оказывается 
вписанным в удвоенный шаровой сегмент, и в обоих 
случаях способ образования тел один и тот же. Сле- 
довательно, поскольку названная пропорциональность 
имеет место дитя удлиненного и сжатого сфероилдов, 
она, повидимому, будет‘ иметь место и для лимона 
и удвоенного сегмента полушара. 

В-третьих, роль полного доказательства заменяет 
то соображение, что на фиг. 16 наклоненный сегмент 
круга, ограниченный дугой АЕ и хордой АЕ и обра- 
зую.ций избыток как шарового сегмента, так и поло- 
вины лимона над (вписанными) в них конусами, имеет 
одинаковую ширину в верхней части около Аи в ниж- 
ней около Е, а потому части А при вращении во- 
круг РЁ и части Е при вращении около РА образуют 
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объемы, пропорциональные РА и РЕ. Следовательно, 
объемы наклонных поясов при приближении к вписанным 
конусам возрастают в том же отношении, в каком 
находятся сами конусы. 

В-четвертых, с этим согласуется свидетельство 
чисел и вычисление, которое, будучи произведено 
самым тщательным и точным способом при помощи 
деления радиуса на 100000 частей, все же не опро- 
вергает этой пропорционгльности. 


В прежнем примере РЕ было в девять раз больше РА, 
а потому и шарсвой сегмент НЕА должен бы ‘быть в девять 
раз больше половины лимона, описанного вращением АЕР 
около РЕ. Надо найти величину сегмента НЕА. Было 
дано 4 — 22, [ГК или РЕ— 27; квадраты их будут 484 
и 729. Так как площади кругов относятся между собой, 
как квадраты радиусов, и. круг с диаметром АС, как было 
показано выше, имеет площадь 10595 023 661], то в пло- 
щади НРЕ — основании рассматриваемого сегмента — 
будет 1513 764 977. Затем РА было равно 3, дополнение 
его до диаметра — 243, радиус — 123; отсюда, как 243 от- 
носится к 100000 (вместо 123), так 3 относится к избытку 
высоты конуса, равновеликого сегменту, над высотой 
сегмента, т. е. этот избыток равен 12341]. зв единицах, 
употребляемых в таблицах синусов. Высота РА сегмента 
в тех же единицах есть 2439; следовательно, высота -конуса 
36731], и треть ее — 12241], будучи умножена на найден- 
ную выше площадь основания, даст объем сегмента равным 
1852 848 331 848, девятая часть чего будет 205 872 036 872. 
Раньше же мы нашли, что объем всего лимона равен 
364 927 754 945, половина его — 182 463 877 472, что, разу- 
меется, меньше девятой и даже десятой части объема сег- 
мента, но это происходит ‘от небольшой  неточности` в зна- 
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чении чисел. Именно` речь идет об объеме тела,. которое 
меньше одной двадцатитысячной шара, и вся наша разность 
в этом объемчике (и даже большая ее) возникает от одной 
стотысячной части радиуса, так как синус дуги АД, т. е. РЕ, 
был принят равным 21951, а он несколько больше, но 
меньше, чем 21652. Если же взять его равным 21952 и 
повторить те -же вычисления, то объем лимона выйдет 
равным 424732062 579, половина чего будет уже больше 
дев той части сегмента, как и должно быть, потому что 
21.952 больше истинчой величины. Таким @бразом эти числа 
не могут служить опровгржением теоремы об отношении 
полэвины лимона к соответствующему сегменту шара (?). 


ТЕОРЕМА ХХУ! 


Пусть. дано коническое сечение и сегиент образо- 
ванного`им, вращением около оси, сфероида или 
коноида и некоторая прямая, пересекающая 
ось и касающаяся сечения и сегмента в точке 
окружности основания и потому образующа! 
при вращении около той же оси конус; пусть, 
далее, это коническое сечение и его касательё- 
ная вращаются около диаметра основания сег- 
мента и образуют тела: кривая — сливу, 
оливку или веретено, а касательная — конус; 
тогда отношение половины сливы пли оливки к 
сегменту сферойда, веретена же к соотв2тству- 
ющ му сегменту коноида будет приблизительно 
равно отношению второго конуса к цервому. 


Пусть на фиг. 11 ОСМ есть коническое сече- 

Ш 
ние (11 — эллипс, 11 — парабола, 11” — гипербола), 
ось которого СГ, и пусть при. вращении. половины 
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его дуги СМ около неподвижной ОМ, так что точка 6 
проходит’ через / (в случае эллипса — через ©), по» 
лучается половина объема сливы, оливки или верез 
тена. ОСМ/,-а при вращении той же половины ‘дуги СМ 
около неподвижной С/, так что’ точка № проходит 
ч :рез О, получается сегмент сфероида:или конбида ОМ 
с вершиной С и кругом ОМ в основании. Утвер- 
ждается, что если какая-нибудь прямая, касается кони- 
ческого сечения в крайних точках №: или О, то при 
тех же вращениях она образует: два конуса, отноше- 
ние которых ‘приблизительно равно отношению поло: 
вины обьема сливы, оливки или веретена С/Ак сегменту 
сфероида или коноида ОСМ.. Для пояснения теоремы 
нам была нужна фиг. 11; для дальнейшего же возьмем 
фиг. 16. Эта теорема о сегменте сфероида и двух 
коноидах, параболическом и гиперболическом, состоит 
собственно.из трех частей. Первая и вторая, состоя- 
щие в том, что находятся отношения большее и 
меньшее, чем отношение рассматриваемых, объемов; 
доказываются строго; третья же, т. е. что дейст и. 
тельно имеет место равенство отношений, рассматри: 
ваемых в этой теореме, вполне строго еще не до» 
казана. Так как все рассужления нагляднее в случае 
гиперболы, то пусть на фиг. 16`линия Ре; .начерчен: 
ная пунктиром, изображает коническое сечение, на» 
зываемое гиперболой; (сплошная) же линия ЕСО: есть 
дуга круга, которую гипербола пересекает в точке. А, 
а затем проходит через точку Ю, все. время. оставаясь 
внутри круга, идущего к точке. $, пока, наконец, › не 
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коснется его изнутри в вершине С, как это доказано 
в „Конических сечениях“ Аполлония, кн. ПУ, пред- 
ложения .25, 26. От гиперболы РСО образуется 
коноид с вершиной С, осью УСО и кругом РО ра- 
диуса РО в основании. Пусть У — центр гиперболы, 
УХ и У2 —ее асимптоты, пересекающие продолже- 
ние РС в точках Хи . Пусть, далее, прямая РУ 
касается гиперболы в точке Р на окружности основа- 
ния и пересекает ось в точке У между центром У и 
вершиной С. Впишем еще в нашу фигуру треуголь- 
ник РСС с тем же основанием РС. Подобно тому 
как раныпше (высказывалось), что отношение поло- 
вины объема лимона, образованного вращением дуги 
круга 2Р$С около неподвижной РО, к объему сфери- 
ческого сегмента РС@, образованного вращением 
той же дуги, но около неподвижной СО, равно от- 
ношению СО к ОК, так и эта теорема о половине 
неретена, образованной вращением половины дуги 
гиперболы РАС около неподвижной РО, и о коноиде, 
образованном той же дугой РЮС при врашёнии окся› 
неподвижной СО, утверждает, что между ними суще- 
ствует то же отношение, как между УО_и ОР, ибб 
последнее равно отношению ‹конуба, образованного 
вращением касательной ЕР.У около РО, к конусу; 
образованному вращением. той же: касательной ЁУ 
около УО. Очевидно, что отношение УО к ОЕ 
больше; чем отношение СО.к ОР, а так как УХ и 
{Е пересекаются за точкой. Х, то и отношение УО 
к: ОХ. болыше отношения УО и ОР. И точно так. же, 
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как отношение УО к ОР по своей величине заключено 
между отношениями’ СО к ОРи УОк ОХ, и отноше- 
ние половины объема веретена к объему коноида, 
как можно доказать, заключено между теми же отно- 
шениями СО к ОР и УО к ОХ. Докажем сначала 
для отношения СО к ОР; это доказательство годится 
и для параболического коноида. Очевидно, веретено, 
(образованное) дугой ЕАС, меньше лимона, (соответ- 
ствующего) дуге РЗС; так же и коноид ЕЮСС меныше 
сферического сегмента Р5СО. Плоская фигура, огра- 
ниченная' дугой круга Р$С и гиперболой ЕЮС, не- 
одинаковой ширины в частях около Ри С, именно 
шире около Р, где линии взаимно пересекаются, 
и уже около С, где они касаются. Потому пояс, ко- 
торый сегмент шара накидывает вокруг коноила, 
толще к основанию ЕС и тоныше к вершине С. На- 
оборот, пояс, который лимон накидывает вокруг 
веретена, тоныше к основанию С, чем к вершине Р. 
От этого (при переходе от шарового сегмента) к ко- 
ноиду и (от лимона) к веретену теряются непро- 
порциональные части, но для коноида большая, чем 
для веретена. Именно, хотя для коноида теряется 
меньше около вершины С, чем для веретена около 
вершины АР, но полной компенсации не получается, 
потому что части врашающейся площади около вер- 
шины описывают небольшие пути, а части около 
основания перемещаются на большее расстояние. Сле- 
довательно, отношение веретена к коноиду больше 
отношения лимона к сегменту сферы, т. е. (по пре- 
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дыдущей теореме) отношения СО к ОР, так же как 
и отношение ОУ к ОР, больше, чем СО к ОР. Мы 
воспользовались здесь предыдущей теоремой, которая 
еще не имеет строгого доказательства, но этот же 
способ рассуждения можно применить, заменяя сегмент 
Е$СО.и лимон конусами ЕСО. Именно, конус, обра- 
зованный вращением прямой СР около РО, относится 
к конусу, образованному той же прямой при вращении 
около ОС, как СО к ОР. Плоская же фигура, ` огра- 
ниченная гиперболой РАС и прямой РС и образующая 
своими вращениями избытки коноида и верзтена над 
этими конусами, шире около С, так как там гипербола 
‚ скривлена сильнее, и уже около Р, где гипербола 
более распрямляется. Потому к этим конусам опять 
прибавляются непропорциональные (части), но относи- 
тельно большая часть добавляется к конусу веретена, 
чтобы получить веретено, чем к конусу коноида, 
чгобы получить коноид. Следовательно, объем веретена 
по сравнению с коноидом больше, чзм СО по сравне- 
нию с ОР, и отношенме объема веретена к объему 
коноида больше и ближе к единице. Затем надо 
еще локазать, что отношение УО к ОХ. больше отно- 
шения половины веретена к коноиду. Это доказатель- 
ство годится исключительно для гиперболы, потому 
что у параболы нет асимптот, Как и выше, опять фи- 
гура, ограниченная тремя прямыми РХ, ХУ, УС и гипер- 
болой САР, шире около У, чем около Х. Потому 
объем, которым, как оболочкой, прикрыт коноид, толше 
около вершины У, чем около основания Х; объем же, 
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прикрывающий веретено, тоньше около вершин Е 
и Х, чем около основания ИС, т. е. (для получения 
веретена) от конуса с осью ОХ надо отнять относи- 
тельно болыную часть, чем от конуса с осью ОЙ 
(для получения коноида). Следовательно, отношение 
половины веретена к первому конусу меньше, чем 
отношение коноида ко второму, а значит, отношение 
половины веретена к коноиду меньше отношения УО 
к ОХ. Но так как между отношениями СО к ОР 
и ИО к ОХ заключено бесконечное множество про- 
межуточных значений, а не только то, которое имеет 
отношение УО к ОР, то заключение, выраженное 
в третьей части нашего предложения, не является не- 
обходимым, но оно во всяком случае правдоподобно 
и высказано на основании частных случаев. 

Аналозицные соображения. Есть основание ду- 
мать, что в случае шарового сегмента и лимона требуе- 
мое отношение будет существовать между вписанными 
конусами; в случае же сфероидов конусы, пропорцио- 
нальные соответствующим телам (именно сливе и 
сегменту сжатого сфероида или оливе и сегменту 
удлиненного), выносят — один вершину, другой край 
основания за вершину эллипса, но ближе (пересече- 
ния) касательной (с осью); в параболическом коноиде 
сама эта касательная образует конусы требуемого 
отношения, так что высота одного из них будет как 
раз вдвое больше высоты коноида; и, наконец, в гипер- 
болическом коноиде вершина и основание конусов 
заходят за касательную по направлению к центру 
14* 
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гиперболы. Эти соображения очень вески и почти 
служат доказательством. Однако даже и доказать это 
было бы недостаточно, а следовало бы еще со- 
вершенно точно указать самые точки между каса- 
тельной и вершиной эллипса или центром гиперболы. 


ТЕОРЕМА ХХУП 


Пусть одна из сторон (прямоугольного) треугольника, 
заключающих прямой угол, разделена пополам 
и на части, пропорциональные двум другим, а 
в противоположном ей угле пусть сходятся раз- 
личные конические сечения, касающигся друг 
друга и стороны, противолежащей прямому уг- 
лу, и имеющие вершину на разделенной стороне; 
тогда те из них,(которые пересекают эту сто- 
рону) между острым углом и серединой, все бу- 
дут гиперболы, проходящее через середину — 
парабола, следующие — до точки, делящей сто- 
рону на части, пропорциональные двум другим, — 
вертикальные эллипсы (с большой осью вдоль 
разделенного катета), проходящее через эту 
точку деления — круг и, наконец, остальные до 
самого прямого угла — перевернутые эллилсы (с 
малой осью вдоль разделенной стороны), вгршиной 
которых называется условно конец меньшей оси. 


Пусть ВАС — прямоугольный треугольник, сто- 
руна которого АС разделена в точке О пополам, 
и линия В№ проведена в угле СВА так, что АВ от- 
носится к ВС, как АМ к МС, вследствие чего АМ 
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булет короче АО. Между Си О возьмем точку У, 

между О и М— точку /, между Ми А— точку ЕЁ, и 

пусть в точке В касаются друг друга и прямой ВС 
й 


Фиг. 21. 


различные конические сечения, вершины которых 
по порядку суть И, О, Г, №, Е. 

Утверждается, что ВУ — гипербола; ВО — пара- 
бола, В/ — вертикальный эллипс (с большой осью 
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вдоль АС), ВМ — круг, ВЕ — перевернутый эллипс 
(с малой осью вдоль АС). 

Во-первых, (возьмем) ВО. В этом коническом 
сечении ВО с осью или диаметром СА и верши- 
ной О прямая ВС, касательная в В, пересекается 
с осью в точке С, и из точки прикосновения В на 
ось СА опущена перпендикулярная аппликата ВА, 
и так как СО равно ОА, то ВО будет, парабола 
по обратной теореме 37 из 1 книги Аполлония (2%. 

Вс-вторых, возьмем ВУ. При сохранении прочих 
условий теперь У — вершина, и СУ меньше половины 
СА. Потому от СА отнимем удвоенную СУ и найдем 
(вне АС точку Р) так, чтобы полученный остаток 
относился к СИ, как СУ к СЕ. Следовательно, 
произведение названного остатка на СР равно квад- 
рату СУ. Прибавляя к обеим частям этого равенства 
квадрат СЁ и удвоенное произведение УС на СР, 
получим, с одной стороны, квадрат РУ, а с дру- 
гой — произведение СР на РА. Так как они оказы- 
ваются равными, то по той же теореме Аполлония ВУ 
будет гиперболой с центром в РЁ (25. 

В-третьих, возьмем ВГ, ВМ и ВЕ. Так как 
здесь при соблюдении прочих условий [ № Е— 
вершины и /4, МА, ЕА меньше половины АС, то 
отнимем от СА удвоенные отрезки [А ит. д. и от 
точки А в сторону вогнутости линий отложим АД 
так, чтобы полученные остатки относились к ГА 
ит. д., как /А ит. д. кАД. Затем тем же способом, 
как выше, докажется, что квадраты /0) и т. д. равны 
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произведению АД на СО, а отсюда на основании 
той же теоремы Аполлония конические сечения ВУ, 
ВМ, ВЕ будут замкнутые с центром в точке О, 
т. е. это будут эллипсы или круги. (26), 

Рассмотрим, в-четвертых, ВМ, принимая во вни- 
мание уже доказанные сейчас свойства ее. Так как 
здесь, кроме того, АМ относится к №С, как АВ— 
к ВС, и последнее отношение имеет вполне опре- 
деленную величину, зависмцую только от .данного 
треугольника, а гипербола и эллипсы дают различные 
величины отношений, парабола же, хотя и дает опре- 
деленную величину, но не ту, а равную единице, то 
ВМ не может быть ни одним из этих конических 
сечений, кроме круга. И, действительно, в круге 
дело обстоит именно так. Именно, пусть ВМ№ — круг и 
р — его центр, который соединим с точкой касания В, 
так что угол СВО — прямой. Но и САБ’ тоже 
прямой; следовательно, как ОС относится к ДВ, так 
ОВ, т. е. ОМ —к БА, откуда ОМ относится к ВА, 
как СВ—к'ВА и СМк МА. Итак, дуга круга пе- 
ресекает сторону треугольника, на продолжении 
которой лежит ‘центр в отношении сторон АВ 
и ВС 2. 


Добавление 1 и аналогия. Гипербол в этом тре- 
угольнике может быть бескснечное множестео, и из них, 
продолжая говорить по аналогии, самой тупой будет ВС, 
у кото; ой вершина У и центр ЕР совпадают с вершиной С 
угла асимптот, а сама она как коническое сечение выро- 
ждается в пару прямых (т. е, конус пересекается через 
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вершину), и аналогично самой острой из гипербол в этом 
треугольнике будет сама парабола, вершина которой — 
в средней точке О, а центр — на бесконечном расстоянии.Да- 
лее, если СУ будет треть от СА, то СЁ и СУ будут раг- 
ны, если СУ меньше трети от СА, то опа Судет боль- 
ше СР, если же СУ больше (трэта от СА), то она будет 
меньше СА. 

Точно так же и эллипсов В/ (с большей ось:о по АС) 
между О и М проходит бесконечно много, и из них, ана- 
логично, самым острым при вершине будет опять пара- 
бола, вершина которой — в 0% а центр р — на бесконечном 
расстоянии, а самым тупым в вершине из этих эллипсов 
будет круг ВМ, после чего начинается бесконечное множе- 
ство перевернутых эллипсов (е малой осью вдоль АС), из 
которых самым острым при вершине (в конце ‚малой оси) 
будет сам круг ВМ, а следующие — ВЕ — будут делаться все 
тупее, пока, наконец, не сольются просто в прямую ВА, у ко- 
торой вершина малой оси Ё и цент» О совпадаюг с А, а вер- 
шина большой оси —с точкой В. И опять, если АЕ бу-. 
дет треть от СА, то ЕА и АД равны; если ЕА будет мень- 


шей частью, то оша будет больше АД, а если большей, 
то меньше. 


Добавление 2. Отсюла на основании расположения 
касательных легко судить о виде усеченного объема. Именно, 
если две касательные к усеченному ‹бъему, проведенные 
в точках усекающей окружности (на фиг. 16 в точках 
СиР прямые РУи СУ), пересекаются в точке У’ так, 
что УС равно СО — половине разности диаметров среднего 
и усекающего кругов, то это объем усеченного параболи- 
ческого веретена; если СУ меньше, чем СО, то это, усечен- 
ная часть гиперболического веретена, если больше, то — 
сначала сливы, потом лимон1 (если УР относится к РО, 
как УСк СО) и, наконец, оливки эллиптического вида, 
если, например, СУ вдвое больше СО. 
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ГЕОРЕМА ХХУШ 

Если (дуги) четырех видов конических сечений — 
круга, эллипса, параболы и гиперболы — вза- 
имно касаются в общей вершине и, кроме того, 
оканчиваются в двух общих точках, равно 
удаленных от .в'ршаены, то все они в этих 
точках пересекают друг друга, дуга круга 
находится вне. ду2 эллипсов, эти охватывают 
параболу, а внутри нее расположены гиперболы, 
и из них более внутренние, более тупые и тем 
самым более близкие к своим асимптотам. 


Так как эти сечения предполагаются разного 
вида и даже одного вида между собой не подобные, 
то они не могут иметь общих частей, но или касаются 
друг друга в одной точке или взаимно пересекаются, 
а дуги, заключенные между этими точками, на всем 
протяжении будут отстоять одна от другой на неко- 
тороз расстояние, согласно Аполлонию (ШУ кн., 24). 
Так как, далее, предполагается, что все они взаимно 
касаются на конусе в вериине и, кроме того, про- 
ходят черзз две данныв точки, то ни одно из них 
с любым ‘из остальных других общих точек иметь 
не будет, даже и при бесконечном продолжении пара- 
болы и гиперболы (Аполлоний, 1У\ кн., 96). Так как, 
наконец, предполагается, что они имеют три общие 
точки, то в двух из них касаться не могут, потому 
что, касаясь в двух точках, в третьей они уже. не 
встретились бы (Аполлоний, [У кн., 97). Стсюда 
выходит, что две данные точки, (кромё ‘вершины), 
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суть точки пересечений, потому что’ во всякой ‘точке 
встречи проиёходит или касание или пересе` ение; в точ- 
ках же пересечения меняется порядок, т. е. дуги пере- 
ходят. друг через. друга с одной стороны на другую. 
Так как на окружности круга даны три точки, то 
через .них по доказанному в Ш кн. Евклида проходит 
единственный круг. Так же и парабола будет: един- 
ственная. Действительно, допустим, что их несколько. 
Так как предполагается, что в вершине они касаются, 
то, если их несколько, они в двух других точках 
пересекутся и.будут там иметь различные касательные, 
а отсюда тем же способом, которым пользуется Апол- 
лоний в 1\ кн., 28, доказывая, что две параболы, не 
могут- касаться, более .чем.в одной точке, легко притти 
к противоречию, состоящему в’равенстве целого. своей 
части, и, следовательно, через три точки проходит не 
несколько, а только одна парабола (28). Так.как оче- 
видно, что более тупая гипербола за точками пересе- 
чения расходится сильнее более ‚острой, то до точек 
пересечения первая должна проходить внутри второй. 
Так как среди подобных гипербол, т. е. с одинако- 
выми углами между асимптотами, большей. считается 
та, у ‚которой больше ось, то в этом смысле в нашем 
случае более тупые гиперболы будут меньше более 
острых, а потому внутренняя гипербола будет ближе 
к своим асимптотам в двух смыслах: и потому, что 
она меньше, и потому,-что она тупее. И, подобно тому 
как было показано в предыдущей теореме, чем гипер- 
болы тупее, тем более и более они приближаются 
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к своим асимптотам и, наконец, совпадают с ними. 
Кроме тото, в предыдущей теореме было показано, что 
у некоторой части более тупых гипербол центр к‘каса- 
тельной ближё, чем последняя к вершине, а у другой — 
более острых — наоборот, дальше. Касательная же 
к внутренней гиперболе сама проходит под касатель- 
ной к вершине. Это же можно доказать и непосред- 
ственно по Аполлонию (Г кн., 37). Так как затем 
гиперболы в конце концов охватят параболу извне, 
то до точек пересечения парабола в свою очередь 
охватывает их. По той же причине парабола, охваты- 
вающая после точек пересечения эллипсы, до пересе- 
чения в свою очередь охватывается ими. Так как, на- 
конец, круг, касающийся эллипсов в вершине, пред- 
полагается пересекающим их в двух точках, то он 
отсечет эллиптические луночки, расположенные вне 
круга, а потому до точек пересечения дуги эллип- 
сов будут проходить внутри дуги круга. 


ТЕОРЕМА ХХ/Х 


Если усеченные лимон, слива, параболичсское вере- 
тено и двойной конус имеют общие круги, как 
усекающие, так и посредине тела, то оббем 
лимона будет наибольший, а остальные по 
величине будут расположены в том же по- 
рядке, в котором перечислены. 


Доказывается это легко на основании предыду- 
щего. Именно, лимон образуется сегментом круга, 
сливы — вертикальными сегментами эллипсов, (перпен- 
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дикулярными большей оси), веретена — такими же 
сегментами параболы и гипербол, двойной конус — 
равнобедренным треугольником. Так как все эти тела 
пр>дполагаются имеющими одни и те же усекающие 
круги, то дуги всех образующих линий взаимно перз- 
секаются в двух данных точках, через которые про- 
ходят усекающие круги. А так как у всех тел один 
и тот же наиболыший круг посредине тела, то все 
образующие линии взаимно касаются в общей вершине, 
которая при вращении фигуры и образует этот наи- 
больший средний круг. Так как конические сечения 
взаимно охватывают друг друга в установленном здесь 
порядке, то сегменты объемов будут по величине итти, 
убывая в том же порядке. Итак, самым маленьким 
будет двойной усеченный конус (на фиг. 16 ограни- 
ченный прямыми НАЁ, (СЁ); его сперва окружат поя- 
сами отдельные гиперболы, так что получатся усеченные 
гиперболические веретена; сверх них накинет еще один 
пояс парабола, образуя параболическое веретено; за- 
тем отдел ные эллипсы прибавят новые пояса, и полу- 
чатся эллиптические сливы; наконец, круг дугой Е5ОСа 
наденет последний пояс и образует усе“'енный лимон. 


ТЕОРЕМА ХХХ 


Задача, предлагаемая геометрам. Найти величину 
частей лимона, оливки, сливы или веретена, отсе- 
ченных плоскостью, параллельной оси. 


Как за эту теорему приняться — дело ясное, но ре- 
зультат неизвестен. При вытягивании тела лимона в 
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часть цилиндрической призмы рассматриваемой части 
лимона будет соответствовать часть призмы, огра- 
ниченная поверхностью, похожей на цилиндрическую 
или скорее на свернутый каким-то образом лист бума- 
ги, так как в одном направлении она имеет прямоли- 
нейные образующие, параллельные прямой на основа- 
нии цилиндрической призмы, кверху же (в перпендику- 
лярном направлении) она искривлена, но наверное не по 
кругу и, насколько мне известно, не по коническому 
сечению, хотя из последних оказывается сходной с эл- 
липсом, ибо с удалением от основания искривляется 
сильнее. Но если бы и была известна кривизна этой 
линии, То отсюда с помощью до сих пор доказан- 
ного все же не нашелся бы объем подобной части. 


ЗАКЛЮЧЕНИЕ ЭТОГО ДОПОЛНЕНИЯ 


Представь же нам, Снеллий, гордость геометров 
нашего века, строгое решение этой и прочих задач, 
которые тут желательны. Если не ошибаюсь, это от- 
крытие приберегается для тебя, чтобы явился какой- 
нибудь Меценат, который, оценив блеск твоей удачи 
и побуждаемый признательностью, вознаградил бы 
тебя достойно такому искусству, значительно увеличив 
твои средства, и воздал бы тебе за вычисленный 
лимон ‘золотое яблоко. 


ВТОРАЯ ЧАСТЬ 
СПЕЦИАЛЬНАЯ ‘СТЕРЕОМЕТРИЯ АВСТРИЙСКОЙ 


БОЧКИ 


какому роду предыдущих фигур при- 
надлежит форма австрийской бочки? 
Предпослав общие теоремы из  сте- 
реометрии правильных тел как по Ар- 
химеду, так и из собственных открытий, полезные для 
понимания дальнейших доказательств, приступаю 
ближе к поставленной (задаче) и присоединяю к 
изложенному дополнению к Архимеду под названием 
Стереометрии австрийской бочки многое,. опять- 
таки Архимедом не затронутое —о телах, (вписан- 
ных) в одну и ту же сферу, о параллелепипедах и 
соответствующих им цилиндрах и конусах — относя- 
щееся специально к форме австрийской бочки. Имен- 
но, бочка имеет форму пузатого цилиндра, или, го- 
воря точнее, бочка представляетея как бы разделен- 
ной на два усеченных конуса, вершины которых, на- 
правленные в противоположные стороны, отсечены 
деревянными днищами бочки, а основание общее, 
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разделяющее конусы и 
образующее наибольший 
круг, опоясывающий боч- 
ку. На приложенной здесь 
фиг.16 НЕРО представляет 
цилиндр; АВС — один ко- 
нус, другой, ему равный, 
идет от. АС. в направлении 
№); отсеченные от вер- 
шины части — ЕВО и рав- 
ная ей от НЕЁ в направ- 
лении №); усеченные ко- 
нусы АЕССи АНРОС с об- 
щим основанием АС.То, что 
справедливо о цилиндрах и 
усеченных конусах, может 
быть приложено и к фигу- 
ре бочки, конечно, такой, 
которая немного отступает 
от цглиндра иеще меньше 
от усеченного конуса бла- 
годаря некоторому выпячи- 
ванию наружу. и искривле- 
нию клепок, представлен-. 
ных здесь прямой САЕ, 
Всего точнее фигура 
всякой бочки представляет А Фиг. 16. 
собой. средний слой либо лимона, . образованного 
сегментом круга; либо сливы, образованной верти- 
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кальной частью эллипса, либо параболического верете- 
на — всего жз чаще гиперболического, — остающийся 
после отсечения равных частей с обеих вершин. Гипер- 
болическое веретено я беру на том основании, что боч- 
ки выпячиваются главным образом посредине, и по 
направлению к краям и днищам с обеих сторон более 
подходят к конической прямизне, чтобы легче можно 
было набивать и натягивая сжимать деревянные обручи. 
И то же самое делает гипербола и образованные ею 
коноид и веретено, потому что ее ветви от среднего 
изгиба постепенно приближаются к прямым асимпто- 
там. То же делает отчасти и параболическое веретено 
и эллиптическая слива, но всего яснее гиперболиче- 
ское веретено, эллиптическая слива все менее и менее, 
и притом не всякая, но только тонкая, образованная 
таким эллиптическим сегментом, ось которого не до- 
ходит до “фокуса, каковое ограничение имеет место и 
для параболического веретена. Оливка же, образован- 
ная сегментом, лежащим между вершинами (большой 
оси) эллипса, поступает наоборот, искривляясь силь- 
нее к концам, чем посредине, что противоречит 
фигуре бочки. Хотя я не отрицаю, что вследствие 
незначительной разницы в этих фигурах иногда бочка 
получает фигуру усеченной олирки, но это случается 
не по желанию ремесленника, а Слсгодаря ошибке 
рук. Но я думаю, что никогда бочка не представляет 
собой фигуры слоя архимедова сфероида, которую 
(когда еще не были известны другие, указанные выше 
как подходящую к действительности предяожил Кла- 
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вий (Практическая геометрия, У, 10), готовый, однако 
(слова Клавия), охотно и с благэЗарностью прин ть 
другую, если кто-нибуь найдет более точную. 
Именно, удлиненный сфероид, у которого посредине 
имеется надлежащая и подходяиая к бочкам выпук- 
лость, по направлению к отсеченным вершинам имеет 
чересчур сильнус кривизлу, так что на нем никакие 
обручи не смогут долго удержаться. Если же взять 
средний слой очень тонкого сфероида, то, конечно, 
уменьшится неудобство от излишней кривизны концов 
бочки, но вместе с тем у нее пропадет всякая пуза- 
тость, и она окажется просто цилиндром. Потому на 
этой фиг. 16 дуги круга НАЕБ и РАС с диаметром, 
равным отрезку ВТ, описывают усеченный лимон, 
отсеченные вершины которого суть Н№МР и ЕТО. Линия 
же, изображенная пунктиром между прямой ЕАСи дугой 
Е$С, обозначает гиперболическое веретено, вершина 
гиперболы которого в точке С, центр — И, асимп- 
тоты — ИХ, ИР. Вдоль них в направлении к РЁ гипер- 
бола СЁ все более и более выпрямляется и около 
(точки 2) с трудом может быть отличена от своей 
касательной РОУ, пересекающей дугу Е$С в точке ©. 
Какими соэдражениями может быть обнару- 
жена ошибочность измерительной линейки и каким 
способом устанавливается ее правильность? 
Возвращаясь к предисловию этого исследования, 
напомню, что мог пэрвое обличение измерительной ли- 
нейхи состояло в том, что ее длина АР дает одно и 
то же для бочек различных фигур, объемы которых, 


15 стереометрия бочек. 
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однако, равны не будут. Чтобы это обстоятельство 
разъяснить, оказывается удобным вместо объема ци- 
линдра рассмотреть параллелограм, получающийся от 
осевого сечения цилиндра. Именно, то, что справедли 
во для цилиндра, можно приложить и к усеченному 
конусу АНЕС и трапеции, служащей его осевым сече- 
нием РА, т. е. к плоской (фигуре) АНЕС, на которую 
и падает измерительная линейка АР, так как, пови- 
димому, эта площадь одновозменно с объемом цилиндэоа 
и возрастает и убывает. Итак, вот об этих вещах. 


ТЕОРЕМА 1 


Осевые сечения прямых цилиндров, имеющие равные 
диагонали, имеют неравные площади, за исклю- 
чением того случая, когда у них одинаковые 
или обратные отношения диаметра основания 
к высоте; наибольшая площадь сргди них у то- 
го, который получается от сечения цилиндра 
с высотой, равной диаметру основания. 


Пусть С/ на фиг. 22 представляет диаметр осно- 
вания цилиндра, изображающего половину бочки, /А — 
его высоту, равную диаметру основания, АГСО — пря- 
моугольнае сечение цилиндра, которое в этом случае 
будет квадратом, АС — диагональ, соответствующую 
измерительной линейке, проходящей наискось от на- 
ливного отверстия А до края С деревянного обру- 
ча /С. Так как цилиндр предполагается прямым, то 
угол С/А будет прямой. Разделим АС в точке № по- 
полам и из М как из центра радиусом ‘А опишем 
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полукруг 4/С, который пройдет через точку /, так как 
угол А/С прямой. Так как А/ и ГС равны между со-' 
бой, то дуги АГи ГС будут квадрантами окружности.. 
и, соединив точки Ми /, получим, что углы (МА 
и /М№С — прямые и /М№ перпендикулярно к АС. 
Возьмем на одном из квадрантов какие-нибудь точ- 
ки, Пусть, например, это будет Н, В, и соединим их 


Фиг. 22. 


с концами лиаметра А и С линиями НА, НС, ВА, ВС, 
так что, оставляя одну и ту же диагональ АС, изменим 
квадрант А/СО и его половину, т. е. треугольник А/С, 
в новые фигуры АНС, АБ ,‚ причем угол / заменится 
опять-таки прямыми углами Ни В, потому что они 
вписаны в тот же полукруг, и АНС, АВС опять, будут 
представлять половины сечений прямых цилиндров 
с диаметрами оснований СН, СВ и высотами НА, АВ. 
15* 
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Я утверждаю, что площадь 24/С — наибольшая, 
АНС — поменьше, АВС (если точка В еще более уда- 
лена от оконечности / квадранта) — еще меньше. Опус- 
тим, именно, из точек НЫ, В ‘перпендикуляры НМ, ВК 
на диаметр АС. По доказанному Евклидом пло-цадь 
каждого треугольника равновелика прямоугольнику, 
построенному на половине основания АС и на высоте тре- 
угольников, т. е. на М/, МН, КВ. Следовательно, как /М№ 
относится к НМ ик ВК, так же и пло цадь 4/С — 
к площади АНС и к площади АВС. Но в квадранте 4/ 
все прямые, параллельные радиусу М, как НИ, БК, 
меньше его, и более удаленная от него `ВК меньше 
более близкой НМ. Следовательно, площадь АНС мень 
ше, чем А/С, и АВС в свою очередь меньше, чем АНС, 
а потому и прямоугольники, вдвог большие этих 
треугольников. идут по величине в том же порядке. 

Затем я утверждаю, что у цилиндров, у которых 
отношения высоты к диаметру основания имеют обрат- 
ные значения, осевые сечения будут равны. Пусть, 
именно, АВ будет диаметр основания и ВС -— высота 
цилиндра; ясно, что треугольник АВС, прэдставляю- 
щий половину осевого сечения цилиндра, остается тем 
же, как и раньше, когла ВС было диаметром основания и 
д3--высотой, но отношение этих линий оборачивается. 

Не хочу <крывать ошибки. в которую меня пер: 
воначально веергло поверхностное рассмотрэние этой 
теоремы, ибо это напоминание прэдупредит читателя, 
чтобы он остерегался подобных же (заблуждений). 
Именно, я ошибочно рассуждал следующим образом, 
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Так как отношение подобных площадей равно квадра- 
ту отношения сторон, а отношение подобных объемов — 
кубу его, то и в неподобных, но имеющих общую 
диагональ АС телах отношение объемов всегда будет 
аналогично отношению пптощадей и линий. Но это-то 
и неверно, и если бы я посоветовал бочарам всегда 
делать диаметр днища в полдлины клепок (что, обес- 
печивая надежность измеряемой площади, будто бы 
обеспечило бы и надежность измеряемого объема), 
то я сильно бы повредил их искусству и далеко отклонил 
бы их от цели. Именно, где получается наибольшая 
площадь на плоскости, перэсекающей цилиндр, там нет 
наибольшего объема цилиндра. Это будет ясно далее, 
а сэйчас перенесем сказанное о прямом цилиндре 
на усеченный конус. 


ТЕОРЕМА П 


Все предыдущее имеет место и для усеченных кону- 
сов, за исключением того, что в конусах, близких 
к тому, у которого образующая равна диа- 
метру основания, отношение площадей меняется 
быстрее, чем тогда. когда вместо конусов.были 
бы ц’линдры, а в более удаленных — медленнее. 


Так как угол, заключенный между образующей 
усеченного конуса и диам-отром меньшего основания, 
больше прямого, то он виисан не в полукруг, ав ду- 
гу, меньшую половины окружности. Потому проведем 
РО параллельно АС; пусть она пересекает круг в точках 
Р и О, а перпендикуляры /№ НМ, ВК — в точках 
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ю, $, И, и соединим точки /[, Н, В с точками Р, 0. 
Тогда РО опять изобразит измерительную линейку; @/, 
ОН, 0.3 — диаметры ослования усеченного конуса, /Р, 
НР, ВР — образующиг его, равные половине длины 
клепок бочки. Тупхе углы О/Г?, ОНР, ОВР равны 
между собой как вписанные в один и тот же сегмент 
РОГ и (положением своих вершин) во всех фигурах 
обусловливают то изменение (площадей), которое мы 
здесь хотим разъяснить. Снова площадь РГО относитс” 
к плошади РНО ик Р8ЗО, как /[Ю —к Н5$ ик ВУ. 
Так как от неравных (отрезков) /^, НМ отняты рав- 
ные АМ, 5М, то отношение остатков /® и Н> будет 
больше (отношения умэньшаемых), а потому различие 
площадей Р/О и РНО будет чувствительнее различия 
площадей 4/С и АНС. С другой сторолы, убывание 
грпендикуляров всего больше около точки А, а по- 
тому около Р это убывание меныше (чем около 4). 
В точке Р исчезают пегрпендикулярл для усеченн ях 
конусов, а в точке А - для цилиндров; потому пло- 
щади / ВО, близкиз к Р, убывают в. меньшем отно- 
шении, «чем площа и АВС, близкие к А. Раньше же 
из более близких к началу квадранта / в большем 
отношении убывала РНО, чем АНС (2. Эта теорзма 
особенно замечательна по причине другого более 
упорного заблуждения, относящегося к сразнению 
друг с другом усеченных конусов, о котором 
упомянем ниже. 

Опровержение же названной выше ‚ошибки содер 
жит следующая тгорзма. 
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ТЕ РЕМА Ш 


Отношения объемов прямых цилиндров, осевые сеце- 
ния которых имеют одну и ту же диаг-наль, 
не аналогичны отношениям площадей осевых 
сечений, и при наибольшей пло"ади сечения 
объем не наибольший. 


Пусть на прэдыдущей фигуре А/С прэдставляет 
половину площади /О осевого сечения, /С — диаметр 
основания. Умножив эту площадь А/СО на диаметр /С 
основания, получим (объем) прямоугольного парал- 
лелепипеда, сжимающего цилиндр; потому объем этого 
параллелепипеда относится к объему цилиндра, как 14 
к 11 по теореме Ш из прэдшествующей стергометрии 
правильных (тел). Следовательно, в какой из тех фи- 
гур, которые имеют об.цую диагональ АС, будет наи- 
большим этот параллелепипед, в той же будет на- 
иболышим и цилиндр. Но в фигуре, половиной сечения 
которой служит 4/С, этот параллелепипед не оказы- 
вается наибольшим, хотя площадь сечения А/СО и 
наибольшая. Доказывается это так. Возьмем на квад- 
ранте /А точку Н около точки Г в направлении 
к концу (4). Получим вместо АГС новую фигуру АНС 
с той же диагональю АС, и площади А/С и АНС бу- 
дут относиться друг к другу, как их высоты /М№М и НИ, 
а потому их отношение будет наименьшим, и они бу 
дут всего ближе друг к другу в конце квадранта, по. 
тому что там и линии /\М, НИ, удаленные одна от 
другой на данное расстояние, находятся в наименьшем 
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отношении, которое с перемещением их к началу квад- 
ранта А при сохранении взаимного расстояния все вр>- 
мя увеличивается. Для нахождения объема линии СУ, 
СН надо умножить на площади А/С, АНС, а потому 
объемы параллелепипедов с сечениями А/СГи АНСН 
будут по пропорциональности относиться, как прямо- 
угольник на ЛГ и /С к прямоугольниху на МН и НС. 
Но отношение НС к С/ больше, чем отношение /М№ 
к НМ. Именно, СГ стягивает дугу квадранта, а СН — 
немного большую, а потому половины их равны пер- 
пендикулярам, (опущенным на диаметр) из концов дуг, 
равных половине квадранта и немного большей. От- 
ношение же этих перпендикуляров при данном расстоя- 
нии между ними не будет наименышим, потому что в 
середине квадранта оно больше, чем около. конца, 
т. е. перпендикуляры около конца квадранта /, уда- 
ленные друг от друга на половину дуги Ы/, будут в 
меньшем отношении, чем перпендикуляры, равные по- 
ловинам С/ иСН, проведенные около середины квад- 
рата (на том же взаимном угловом расстоянии друг 
от друга). А если разность половины СН и СГ будет 
больше разности перпендикуляров около` точки /, уда- 
ленных друг от друга на половину дуги /Н, то раз- 
ность самих СН и СГ вдвое большая предыдущей, 
будет прегосходить разность перпендикуляров /М№ и 
НМ, удаленных друг от друга на целую дугу НГ. 
Таким образом и выходит, что разность между СН 
и С/ больше, чем между /Ми НМ. Итак, хотя НМ 
на второй фигур? немното меньше, чем /М на первой, 
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но зато СН на второй фигуре много больше, чем С/ 
на первой, а потому и прямоугольник на МН и НС 
больше прямоугольника на /М и ГС, и потому цилиндр 
с сечением АНСН больше 


Прй этом услов и получим: 
цилиндра (с сечением) 


АСТ, хотя площадь АНС вы.ота | Дваме р Объем 
осноган: я столба 
осевого сечения первого 
меныше соответствующей 
площади А/С второго. , о 5 
Следовательно, отношение 3 90 _- 1173 
объемов цилиндров не ана- : т - 1030 
логично. отношению пло- 6 19 + 9184 
щадей А/Си АНС, ив то : 8 Ни 
время как площадь //С 9 1 — 287 | 
наибольшая при данной о 11 + о 


диагонали, объем А/С/ не 
наибольший, но объем Вы ота < Диам тр: У 2 30.0 
АНСН больше него (30), 


12 16 3072 

13 15 5003 

РАСЧЕТ и ВЫВОД 14 14 -- 2856 

ИЗ НЕГО равна 2328 

15 13 + 2625 

Так как объемы, начи- 16 12 2364 

ная от точки Т, по пнаправ- т | | 199 
|- 

лению к Н возрастают, то я 19 6 4] 


разыскал путем вычисления, 20 0 0 
где будет наибольший, ибо | | 
+.еличина объема не возрас- 

тает непрерывно вплоть до точки А, но вблизи псследней 
снова уменьшается и, наконец, в самой точке А вместе с пло- 
щадью АВС сводится 1а-нет, когда высота цилиндра, выр.жа- 
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ясь аналогично, обращается в точку А, а диаметр основания 
АС совпадает с диагональю. Ход вычислений был следующий: 
сипусы дуг АЛ, АВ умножались на синусы половин дуг НС: 
ВС последовательно через каждый градус квадранта. Но 
так как умножение синусов утомительно, то можно взять 
более кор_ткий способ. Пусть диагональ. равна 20, ее ква- 
драг — 400. Возьмем высоту АС, равную единице; ее квад: 
рат 1. Вычитая его из 400, получим для квадрата СС 3.9. 
Умножив на высоту, получим для объема соответствующе- 
го столба 399 Но уже при первом способе вычисления я 
за.етил, с какого места останавливается приращение объ- 
емов тел и с этого муста снова начинается убывание, и 
отметил синусы соответствующих дуг. Когда по прошествии 
сдной ночи я их снова рассмотрел, то оказалось, что точка 
окружности @, которой оканчивается наибольший объем, 
будучи соединена с ДС, дает хорлу СА, равную ребру ку- 
ба, вписанного в сферу А/С, а (С — даагональ ео грани 
или ребро тетраэдра. вписанного в ту же сферу` 80. Это 
будет доказано в следующих теорем.х. Заметим, что эгими 
т.оремами обо:новы вается 

выбор отношений, у1отребляемых при производстве 
австрийских бочек. 


ТЕОРЕМА ГУ 


Из всех прямоугольных параллелепипедов или стол- 
бов с противоположными к:адратнымии осчови- 
ниям, вписанных в одну и ту же сферу, куб 
имеет наибольший оббем. 


Эта теорема до сих пор составляла предмет по- 
желаний, хотя содержание ее очевидно по аналогии. 
Из всех плоских (фигур), ограниченных равными пз- 
риметрами, круг самый ‚, вместительный, как доказал 
Папп в У книге. И из площадей, ограниченных оди- 
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наковым числом сторон с равным периметром, более 
похожие на круг и более вместительны, а также из 
равнопериметренных сегментов различных кругов са- 
мым вместительным будет полукруг. Подобным же об- 
разом и куб из всех параллелепипедов, ограниченных 
равновзликими поверхностями, самый вместительный. 
И’ из равноповерхностных правильных полиэдров 
вместительнее тот, который больше похож на сферу 
по размерам и числу граней, и поэтому самый вмести- 
тельный — икосаэдр, как ограниченный наибольшим 
числом граней, подобно тому как круг как бы огра- 
ничен бесконечным числом сторон. Все это есть у 
Паппа в У книге. И о равноповерхностных сегментах 
различных шаров Архимед доказал, что самым вмести- 
тельным будет полусфера. Этим выделяется природа 
круга и шара из ‘прочих фигур, с ними равноперимет- 
ренных. Если же отказаться от равенства поверхности, 
а вместо этого задать ьля полиэдров одну и ту же опи- 
санную сферу, то для некоторых получается наоборот, 
так что додекаэдр больше икосаэдра, как доказали 
Аполлоний и Гипсикл в своем дополнении к Евклиду, 
но и это происходит благодаря природе шара и по 
причине и тут име’ощего значение сходства фигуры 
с шаром. Именно, раньше при равных поверхностях 
сходство со сферой состояло в множестве граней, 
теперь же, когда для различных фигур предполагается 
один и тот же шар и определенное расположение на 
нем углов, то сходство со сферой состоит в их количе- 
стве, которых больше у додекаэдра, чем у икосаэдра, 
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Если это так, то естественно кажется, что и 
среди тел, ограниченных одинаковым числом граней 
и вписанных в шар, вместительнее будет то, которое 
более похоже на шар, причем сходство здесь состоит 
в равновеликости и подобии граней и равенстве уг- 
лов. Но эти свойства среди прочих параллелепипедов, 
вписанных ‚в шар, принадлежат кубу, почему он и 
самый вместительный. Но мож- 
но сказать, что ‘все это только 
аналогия; потому я привожу и 
полное доказательство, которое 
представляет некоторые трул- 
ности от того, что приходится 
представлять на плоской фигуре 
мелкие сечения объема. 

Пусть на приложенной 
фиг. 23 АСВ изображает большой круг сферы, АВ — 
его диаметр и ось сферы, АС — ребро вписанного куба, 
СВ - диагональ одной из квадратных граней куба. 
Столбы с квадратными основаниями, вписанные в эту же 
сфору, будут либо выше куба и будут иметь основания 
меньше кубического, либо будут ниже куба, но с более 
широкнми квадратными основаниями. Возьмем сначала 
стотб выше куба. Для этого проведем в круге параллель 
к высоте куба СА, более длинную, чем последняя, — 
пусть это будет О.Г и пусть она пересекает СВ в 
точке К. Затем из точки О — конца высоты столба -- 
проведем параллель к СВ — диагонали квадрата куба; 
пусть это будет ОЕ — диагональ квадрата столба. 
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Утверждается, что объем столба ГОЕ меньше объема 
куба АСЗ. Именно, ОК относится к ЁК, как СК к 
КЕ, и отсюда ЕК относится к КВ, как СК — к КО. 
Но АС меныш?, чем ЕК, и СВ больше, чем БК. 
Потому отношение АС к СВ меньше отношения ЕК 
к ВК‚,а потому то же отношение АС к ОВ меньше от ю- 


шения СКк КД. Но отношение АС к СВ равйо У, по- 


тому отношение СК к КР больше, чем У, и СК 


или болыпе половины КД или равна всему КО, или 
даже больше его. К высоте кубического объема с обе- 
их сторон при переходе к столбу делается прибавле- 
ние, по объему равное произвгдению квадратного 
основания столба на частицу высоты ОК. Наоборот, 
толщина кубического объзма убавляется, во-первых, 
со всех четырех сторон вокруг столба на объемы, 
равные произведению четырех равных квадратов стол- 
ба на отрезок, равный разности половины стороны 
основания куба и половины стороны основания столба; 
этот отрезочек относится к СК — уменьшению поло- 
вины диагонали основания куба — как АС к СВ, т. е. 


как У 2.2. Но этим еще нг исчерпано все уменьше- 
ние (объема), потому что к этим четырем киопичикам 
квадратной формы, меньшей квадрата грани кубз, 
присоединяются еще окружающие их двенадцать 
столбиков, которые тоже отнимаются от толщины 
куба. Если поэтому окажется, что четыре кирпичика 
вокруг колонны, отнимаемые от объема куба, больше 
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двух кирпичиков, прибавляемых сверху и снизу, то 
тем более общее уменьшение объема куба пре- 
взойдет прибавление, происшедшее от увеличения вы- 
соты. Докажем же следующим образом, что четыре 
боковых кирпичика больше двух кирпичиков сверху 
и снизу. Именно, любой из боковых кирпичиков от- 
носится к верхнему кирпичику, как уменьшение ребра 
куба к увеличению его высоты, половина которого 
есть КО. Но отношение уменьшения рзбза куба к 
увеличению высоты равно произведению отношений 
АС к СВи СКк КО. Именно, половина уменьше- 
ния стороны относится к половине уменьшения диа- 
гонали СА, как АС к СВ — это и есть первый мно- 
житель, второй же есть отношение СК к КО. Про- 
изведение же этих отношений дает несколько боль- 


2 
ше т, потому что отношение АС к СВ равно УР 
й 


и СКк КО больше, чем У 2. и произведение корня 


квадратного на число, меньшее его, даст меньше подко- 
ренной величины. Но если отношение бокового кирпи- 


] 
чика к верхнему болыше —, то вэрхний кирпичик не 


вдвое больше бокового, т. е. не равновелик двум бо- 
ковым, а меньше их, а поэтому верхний и нижний вме- 
сте меньше четырех боковых, и, значит, прибавление, сде- 
ланное. по высоте, меньше убавления по бокам (32). 
Итак, столб, вписанный в сферу и более высокий, чем 
куб, по объему меньше куба. Возьмем, во-вторых, 
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столб ниже куба, для чего проведем в круге параллель 
высоте куба СА, меньшую ее, — 2/М, которую возьмем 
за высоту столба, а через точку [ проведем парал- 
лельно лиагонали основания куба — СВ — дилгона"ъ 
-[.И квадратного основания столба, болышего основа- 
ния куба, и пусть она пересекает СА в точке О. Опять, 
как и раньше, получим, что МО относится к ОА, как 
ОО — уменьшение высоты куба с одного конца — 
к ОГ — половине увеличения диагонали. Но ВС мень- 
ше, чем МО, и СА больше, чем ОА; следовательно, 
отношение ВС к СА, равное для куба И2, меньше 
отношения СО к ОГ, т. е. это отношение СО к ОЁ 
больше У. Но отношение половины увеличения 
диагонали [О к половине увеличения стороны квадрата 
равно У 2. Отсюда, умножая И? на величину, боль- 
шую его, получим, что отношение СО — половины 
уменьшения высоты — к половине увзтичения стороны 
основания будет больше, чем 2. 

Произведение площали квалратной грани кубл 
на `СО даст объемы двух кирпичиков, на которые 
уменышается куб по высоте. Произведение же площа- 
дей квадратных граней куба на половину увеличения 
сторон основания даст объемы четыргх кирпичиков, 
которые болыше прибавления, происходящего от обло- 
жения вокруг объема куба. Именно, хотя после при- 
ложения этих четырех кирпичиков столб еще зияет, 
так как нехватает еще четырех столбиков, вдоль че- 
тырзх вертикальных ребер, но зато эти кирпичики 
выдаются за высоту столба восемью столбиками, рав- 
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ной длины с недостающими, но болз> толстыми, чем 
последние. Именно, толщина первых равна СО, а тол- 
щина последних относится к ОЁ, как АС к ОВ, т.е. 
она меньше ОГ, а потому и подавно мень’ие, чем СО. 
Значит, восемь толстых выступающих столбиков по 
трем причинам больше четыр=х тонких недостающих, 
и четырз названные кирпичика болыиг добавления, 
сделанного к объзму куба. Если бы половина увели- 
чения сторон’х основания была в точности равна по- 
ловине СО, то удвознное произведение СО на пло- 
щади квадратной грани куба было бы равно учетве- 
ренному произведелию половины увеличения стороны 
на площадь того же квадрата. Но, как было сказано, 
половина увеличения стороны основания меньше по- 
лозины СО, почему и четырз? боковых квадратных 
кирпичика меньше двух кирпичиков сверху и снизу, 
а значит, прибавлзние, сделанное по бокам куба, и 
подавно меньне уменьшения его объема по высоте (33. 
Итак, столб, вписанный в сферу и более низхий, чем 
куб, вписанный в ту же сферу, по объему меньше куба. 
Но раныше мы видели, что и столб, более высокий, 
ч»м куб, меньшз его. Следовательно, никакой столб, 
с квадратными основаниями и прямоугольными боками, 
вписанный в сферу, не достигает по объему куба, впи- 
санного в ту же сферу, что и трэбовалось доказать. 
ТЕОРЕМА У 
Из всех цилиндров, имеющих одну и ту же диаго- 
наль, самым большим и вместительным будет 
тот, в котором отношение диаиетра основа- 
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Ре 


ния к высоте равно 8, т.е. равно отношению 
ребра тетраэдра или диагонали грани куба, 
вписанных в одну и ту же сферу, к ребру куба. 


Возьмем фигуру первой теоремы и пусть на ней 
АС представляет диагональ прямоугольного осевого 


Фиг. 24. 


сечения цилиндра, изображающую измерительную лн- 
нейку. Построим. на АС полукруг АСС, разделим АС 
на три равные части, одна из которых АГ, две (осталь- 
ные) СГ, восставим в точке Г перпендикуляр ДО, 
пересекающий окружность в точке С, и соединим а 
с АисС. Так как СЁ вдвое больше ГА, то СА 
будет втрое больше [.А, и как СА относится к 40, 


16 Стереометрия бочек. 
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так АС к ГА. Если три величины составляют непре- 
рывную пропорцию, то первая относится к третьей, 
как квадрат первой к квадрату второй, и так как 
первая — СА -— втрое больше третьей —ГА, —то и 
квадрат диаметрз СА будег втрое болыше квадрата 
второй -— АС. Так как квадрат АС равновелик сумм? 
квадратов АС и (С, из которых первый составляет 
треть (всей суммы), то второй будет составлять две 
трети, т. е. квадрат СС будет вавоз больше квадря- 
та АС. Следовательно, АС есть ребро куба, вписанного 
в сферу АСС, и СС — диагональ его грани, или рэб- 
ро тетраэдра, вписанного в ту же сферу. Утвер- 
ждается, что гилиндр, у которого диаметром основания 
служит СС, а высотой СА, будет из всех цилиндров 
с диагональю АС самым вместительным, т. е. с наи- 
большим объемом. Именно, так как С и С суть точки 
на поверхности сферы, и линия СС — диаметр одного 
из оснований цилиндра, то и вся окружность этого 
основания будет лежать на поверхности сферы, так 
же как и (окружность) противоположного основания, 
одна из точек которой будет А. Но если АС — ребро 
куба и СС — лизгональ его грани, то эта квалратная 
грань с двумя противоположными углами С и С не- 
обходимо будет вписана в круг СС, а значит, и в сфз- 
ру, так же как и противоположная грань, проведен- 
ная через точку А. Итак, в опрэделенный нами ци- 
линдр оказывается вписанным куб с той же высотой, 
все'’вершины которого лежат на повгрхности сферы. 
Таким же образом в любом другом круге сферы, лиа- 
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метр которого пусть, например, будет /С, можнс 
представить вписанное квадратное основание столбз 
высоты /А, у которого два противоположные угла 1 
и С, а углы второго квадрата А и Х, и, следователь- 
но, в цуландр А/С вписан столб равной с ним вы. 
соты. Но отношение всех столбов с квадратньм осно- 
ванием, вписанных в цилиндры той же высоты, одно 
и то же. Но куб — наибольший из всех столбов, впи: 
санных в сферу, а потому и цилиндр АСС, описанный 
около вписанного в сферу куба, наиболыший среди 
всех остальных цилиндров, как, например, А/С, 
вписанных в ту же сферу. 

То же самое можно доказать и на фиг. 22 сле- 
дующим образом. Пусть три цилиндра, имеющие одну 
и ту же диагональ СА, оканчиваются в точках Н, Ц 
В и имеют осноганияяи СЯН, СС, СВ, а высотами 
НА, СА, ВА. Пусть при этом квадрат СС вдвое 
болыше квадрата СА, НС короче, а СВ длиннее, чем 
СО. Опустим на СА перпендикуляря НМ, (1, ВК 
Так как угол СОА — прямой, то отрезок СЁ относите 
к отрезку ГА, как квадрат СС к квадрату СА, т. е, 
СЕ вдвое больше ГА, СМ относится к МА, как 
квадрат СН к квадрату НА, а СК —к КА, как квад- 
рат СВ к квадрату НА, а СК-к КА, как квадрал 
СВ к квадрату ВА. Но квадраты СН, СЦ, СВ отно. 
сятся друг к другу, как площади круговых оснований 
цилиндров. Потому эти основания цилиндров относят 
ся друг к другу, как СМ к СЁ ик СК. Отношение 
же цилиндров равно произведению отношений осно- 
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ваний и высот. Следовательно, отношение цилиндров 
равно отношению прямоугольников с основаниями СИ, 
СЕ, СК и высотами НА, СА, ВА. Квадраты же высот 
АН, АС, АВ относятся друг к другу, как АМ к АЁ 
ик АК. (Длины СМ и АМ) получаются из СЁБи АЁ 
вычитанием из первой (СГ) и прибавлением ко вто- 
рой (.4[.) одной и той же величины [.М, и точно так же 
(СК) пслучается из СЁ прибавлением [К а (АК) из АЁ — 
вычитанием той же велачины [К’. Так как СЕ вдвое боль- 
ше. А, то отношение меньшей длины СИ к большей СГ. 
будет меньше, чем корень квадратный из отношения 
меньшей АЕ к большей АМ. Так, например, если СЁ. бу- 
дет 20, 1А— 10, СМ — 19, МА — 11, то отношение 
19 к20 будет меньше корня квадратного из отношения 
10 к 11 или 20 к 22, потому что последнее можно 
составить как произведение двух отношений 30 к 21 
и.21 к 22, из которых каждое болыше отношения 19 
к 20. Следовательно, отношение АМ к АЁ, а вместе 
с ним отношение квадрата НА к квадрату СА будет 
меныше квадрата отношения СЁ к СМ, но отношение 
самих прямых НА и СА равно корню квадратному из 
отношения их квадратов, а корень из отношения квад- 
ратов равен отношению самих линий. Итак, отноше- 
ние высоты АН к высоте ЧА меньше обратного от- 
ношения оснований, пропорциональных СМ и СЕ. Сле- 
довательно, прямоугольник на НА и СМ; пропор- 
циональный цилиндру СНА, будет меньше прямо- 


угольника на. СА и СЁ, пропорционального цилиндру 
СОА‘ ®: 
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Это же доказательство с надлежащими изменени- 
ями прилагается и к цилиндру СВА. Именно, отноше- 
ние болыней длины СК к меньшей СГ. будет меньше 
корня квадратного из отношения болыней А[ к мень- 


шей АК. Так, например, если СЁ будет 20, ГА —10, 


СК — 21, КА — 9, то (последовательно получим), что 
отношение 21 к 20 меньше отношения 20 к 19 и 19 
к 18, так что это отношение 21 к 20 меныше корня 
квадратного из отношения 20 к 18, т. е. 10 к 9. 
Потому отношение 4[ к АК, т. е. квадрата АС 
к квадрату АВ, будет больше квадрата отношения СК 
к СЁ, а отношение сауих линий АС к АВ будет 
болыше отношения СК к СЁ, т. е. АВ не во столь- 
ко же раз короче АС, во сколько СК длиннее СЁ, и 
прямоугольник на ВА и СК меньше прямоугольника на 
СА и СЁ. Потому и цилиндр СВА меньше цилиндра 
ССА, который и является наиболышим из всех ‘35. 


Добавление | Непузатые цилинлрические бочки и 60- 
лег удлзненной и бслее укороченной фигуры, чем австрий- 
ские, вместительны менее последних. 


Добавление 2. Отсюда ясно, что австрийские бочары 
как бы по здравому и геометрическому смыслу при построе- 
нии бочки соблюдают правило, чтобы за радиус днища брать 


` треть длины клепок. Именно, при таком устройстве цилиндр, 


мысленно построенный между двумя днищами, будет ‘иметь 
две половины, весьма близко подходящие к условиям тео- 
ремы \, и потому будет самым вместительным, хотя бы при 
постройке бочки от точных правил несколько и отступили, 
потому что фигуры, оканчивающиеся вблизи точки С по ту 
и-по другую стороны, очень мало изменяют свою вмести- 
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мость, так как объем фигуры АСС наибольший, а по обе 
стороны от места наибольшего значения убывание вначале 
нечувствительно. На фиг. 24 СС относится к СА, как 100 000 


к 70711 (т е. 2:1 = 1:0,70711). Удвоенная длина ВА 
10 этому правилу должна бы равняться 141 422. Бочары за 
злину клепки берут 150 000, т. е. полуторную величину д 1а- 
метра основания, что несколько превосходит 141 422. Но 
это-то самое и дает более точное приближение к наивме- 
-тительнейшей фигуре, потому что клепки и изгибаются и 
` обеих сторон выходят за обручи, которыми охватывают 
4 сжимают днища, так что излишек в длине против полу- 
торного диаметра о`нования и приходится на эти высту- 
пающие оконечности, которые не принимались во внимание 
при разборе фигуры по правилу теоремы У. 

Как же отрицать, что природа по одному ин- 
стинкту, без всякого рассуждения учит геометрии, когда 
наши бочары, руководимые только глазом и красотой фор- 
мы, научились половиной бочки изображать самую вмести- 
тельную фигуру? Пусть же придет геометр и научит более 
легкому способу построения бочки, которая своей полови- 
ной по1ходила бы к наивместительнейшему цилиндру еще 
ближе, чем та с полуторным отношением, которой держатся 
исстари австрийские бочары, и еще пусть укажет гео етр 
форму, более под одящую к удобному измерению, чем та, 
которую строят в Австрии. Я бы мог думать, что в Австрии 
когда-то существовал некил пгевосхолный геометр, научив- 
ший этому бочаров, есл. бы меня не удерживало то об- 
стоятельство, что в книгах геометров нигдг нет следов та- 
кого прекрасного доказаг-льс ва, а также и то, что этог 
способ устройства бочки, насколько я знаю, не употребля- 
ется нз Рейне и других путях сообщения, где производят 
Гораздо более удгиненные бочки. А как же считать правдо- 
подобным, чтобы непринятое повсюду было заимствовано 
тольк ` одной пацией из кипг и наставлений геометров? 
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Воспоминлдние 


Кто, избавившись от заблуждения приписывать 
наибольший объем тому ‘из цилиндров с данной диа- 
гональю, у которого площадь осевого сечения наи- 
большая, и узнав, что самым вместительчым будет 
по теореме \У цилиндр, в котором отношение диа- 
метра основания к высоте равно У 9, а в случае ра- 
венства этих линий по теорзме [Г будет наиболышая 
площадь осевого сечения, и что то же самое отно- 
сится по теорзме П к площадям сечения усеченных 
конусов, оказался бы столь проницательным и осто- 
рожным, чтобы тотчас же не предположить того же 
самого и 0б объеме усеченного конуса, как про 
обьем цилиндра, именно, что наибольший объем бу- 
дет у того усеченного конуса, в котором диаметр 
меньшего основания вдвое болыше боковой стороны? 
Я же это. подумал и держался такого мнения послед- 
ние полтора года и даже дошел до того, что, опи- 
раясь на это основание, считал все рэйнские бочки, 
без различия их пузатости, в отношении емкости ниже 
австрийских, в чем хотя и не сделал им никакой не- 
справедливости, но, однако, не с одичаковым правом. 
Поэтому я отношу к пользе, полученной от настоящего 
печатания, что при подготовке издания геометрия поте- 
ребила меня за ухо и внушила мне как бы в расши- 
рзние дополнения к Архимеду следующие теоремы, из 
которых выясняется новое и гораздо более удивитель- 
ное, чем предыдущее, свойство австрийской бочки. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


Цилиндр и усеченный конус называются сопряжен- 
ными, когда у их осевых сечений диагонали 
общие или равны и отнощение диаметра осно- 
вания цилиндра к его высоте равно отноше- 
нию диаметра меньшего основания конуса к езо 
боковой стороне (36), 


ТЕОРЕМА "У 
Задача 


Даны цилиндр и боковая сторона или диаметр мень- 
шего основания сопряженного усеченного конуса; 
найти остальные линии сопряженного усеченного 
конуса. При этом отношение боковой стороны 
или диаметра основания цилиндра к данной до- 
ковой стороне или диаметру усеченного конуса 
должно быть меньше отнощения суммы диамет- 
ра основания цилиндра и его высоты к диагонали. 


Пусть дан цилиндр АССХ с диаметром основания 
СС(, высотой АС и диагональю АС и дан диаметр 
основания усеченного конуса СТ и отношение СЦ 
к СТ меньше отношения суммы СО и ОДА к СА. 
Требуется найти боковую сторону усеченного конуса 
и диаметр большего основания. Найдем линию АГ 
так, чтобы она относилась к СТ, как СА к СЦ, и 
построим на СА треугольник со сторонами СТ и ТА. 
Так как отношение суммы С и СА к СА больше 
отношения СС к СТ, то оно будет болыше и отно- 
шения СА к ГА, откуда отношэ?ние суммы СС и СА 
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‹.СА будет болыше отношения той же суммы С@ 
и СА к-сумме СТ и ТА, а потому сумма СТ и ТА 
будет больше СА, и, значит, треугольник со сторо- 
нами СА, СГи ТА построить можно (37). Опишем 
круг через точки С, Т, А, из точки С проведем 
в круге хорду СУ, равную АТ, и соединим точки 


Фиг 24. 


А и. И. Утверждается, что ГА и СУ будут боковые 
стороны сопряженного усеченного конуса и АИ— 
диаметр болышего основания. Именно, соединив точки 
Т.и И, вследствие равенства ГА и СУ получим, что 
дуги АС и ТИ будут равны, как получающиеся от 
прибавления к общей дуге ГС дуг ГА и СУ, а по- 
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тому будут равны хорлы АСи ТУ иуглы АТСи УСГ. 
Следовательно, четырехугольник АТСИУ, симметричный 
и вписанный в круг, и имеет общую диагональ АС с пря- 
моугольником АССХ, и отношение СГ к ТА то же, как 
СС к ЦА. Значит, усеченный конус с осевым сече- 
нием АТСУ и цилиидр с сечением АССХ сопряжены. 


ТЕОРЕМА УП 


Если цуландр и усече нуй конус сопряжены, и раз- 
но.ть диам троов оснований усеченчого конуса 
разделена на чату, пропорциэзнал' ные квад- 
ратам диаметра основания и высотх циланодра, 
то квадрат этого диа иетра ра нэвеляк пря- 
моугольнчку, построенному на меньшем диа- 
метре усеченного конуса и на сунмеего с от- 
резком, соответствующим диамгтру цилиндра. 


Пусть АССХ — осзвоз сечение цилиндра и АС — 
его диагональ, и пусть перпендикуляр из точки СЦ 
делит ее на части СЁ и [А так, что СЁ соотвеэт- 
ствует СО. Построим по предыдущей теореме \1 
осевое сэчение усеченного конуса АГСУ над той же. 
диагональю АС, диаметры которого: больший — ДИ, 
меньший — СГ, и разность, получаю-цаяся от в’ячита- 
ния из АУ отргзка УВ, равного СТ, пусть будет ВА. 

Так как АТСИ— вписанный четырэхугольник, то 
квадрат АС будет равен сумме двух прямоугольни 
ков на ГСи АИ и на ТА и СИ, т. е. квадрата ГА 
или СГ. Следовательно, отняв от квадрата АС квал- 
рат АТ, получим в остатке прямоугольник на ТС 
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и ДИ, т.е, на ВУ и АУ. Но и при вычитании из 
квадрата АС квадрата АС, большего, чем квадрат АГ, 
остается прямоугольник на ССи АХ, т. е. квадрат 
СС, который поэтому будет меньше прямоугольника 
на ВХи ГА. Следовательно, этот квадрат равен прямо- 
угольнику, меньшему, чем построенный на ВИи ИА. 
Пусть это будет прямоугольник на ВГи УШ, и потому 
разность этах прямоугольников, т. е. прямоугольник 
на УВ и ОА, будет равна избытку прямоугольника 
на УВ и УА над квадратом @С, а последний избы- 
ток равен избытку квадрата АС над квадратом АГ. 
Так как прямоугольник на ВУ и УД был положен 
равным квадрату СС, а прямоугольник на ДВ и ВУ 
равен избытку прямоугольника на ВИ и УД над 
квадратом ВУ или ГС, то и разность квадратов СС 
и СТ равна прямоугольнику на ОВ и ВУ. Так как 
квадрат АС относится к квадрату @С, как квадрат 
АТ к квадрату ТС, то по производной пропорции 
и квадрат АС будет относиться к квадрату СС, 
`. е. АЁ к ГС, как разность квадрата АЦ и 
квадртя АТ, т. е. прямоугольник на ВИ и А) 
относится к разности квадрата СС и квадрата ТС, 
т. е. к прямоугольнику на ОВ и БУ. Итак, АЁ 
относится к [С, как прямоугольник на ВУ и АД 
к прямоугольнику на ВД и ВУ, и так как у этих 
прямоугольников общая высота ВУ, то АГ относится 
к [С, как основания АД к ВО. 

А значит, и обратно, если разделить АВ в точке 
р так чтобы ВД относилось к ДА, как [С к ГА, 


952 СТЕРЕОМЕТРИЯ БОЧЕК 


т. е. как квадрат. СС к квадрату СА, то квадрат 
на СС будет равновелик прямоугольнику, построен- 
ному на УВ и УР, что и требовалось доказать (38). 


„Добавление 1 и рагиет. Если даны квадраты высоты 
и диаметра цилиндра и диаметр меньшего основания усе- 
ченного конуса, то квадрат диаметра цилиндра надо разде- 
лить на данный диамето основания усеченного конуса, из 
частного вычесть делитель, остаток умножить на сумму дан- 
ных квадратов, произведение разделить на квадрат диаметра 
основания цилиндра — получится разность диаметров осно- 
ваний конуса, прибавив которую к данному меньшему, по- 
лучим диаметр большего основания усеченного конуса (39). 


ПРИМЕР. Пусть квадрат АС равен 20 000, квадрат (С 
тоже 20.000 и ТС равно 120. 


20050 | Частное , . .167 
120 | Делитель . . .120 
АВ Разность . . . 47 
Сумма квадратов. . .40000 | Частное АВ . . 93+ 
Произведение. . .1866 667 ТС . . 120 
20070 Сумма АУ . 213 - 


Добавлевие 2. Если же даны только отношение квад- 
рата высоты цилиндра к квадрату диаметра его основания 
и диаметры обоих оснований усеченного конуса, то диа- 
метр цилиндра находится так: надо сложить числа, пропор- 
циональные данным квадратам, разность диаметров основа- 
ний усеченного конуса умножить на число, соответствую- 
щее квадрату диаметра цилиндра, произведение разделить на 
сумму обоих чисел, частное умножить на меньший диаметр 
усеченного конуса, к сумме прибавить квадрат этого же диа- 
метра — получится квадрат диаметра основачия цилиндра (49). 
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Пусть СС относится к СА, как 3 к2. 
Квадраты — как 9 к 4; сумма — 13. 
Пусть СТ—130; УА—156. Разность 26. Произведение 234 


Произведение 234 


Сумма 13 


Частное 18 

СТ 130 
Произведение 2 340 
Квадрат СТ 16900 


Сумма — квадрат @С — 19240 


Или, что то же самое, число, соответствующее бол` ; 
шему квадрату, надо помножить на меньший диаметр 
и найти число, относящееся к произведению, как разность 
диаметров оснований конуса относится к сумме квадрат ‘в; 
это и будет квадрат СС. 


Добавление 3. Если квадрат АС относится к квад- 
рату СС, как 1 к 2, то УД будет большей из двух сред- 
них арифметических между ГС и АИ, и расчет в этом 
случае проще. Пусть ГС — 19, АУ— 22. Тогда: 


19, 20, 21, 22 
19 


399 — квадрат СС. 


Добавление 4. Диаметр меньи.его основания усечен- 
ного конуса относится к отрезку УД, как меньшее основание 
конуса к основанию цилиндра, т. е. как квадрат боковой 
стороны усеченного конуса к квадрату высоты цилин:ра. 
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ТЕОРЕМА УШ 

В сопряж нных цилиндре и усеченном конус‘ от- 
нощение высот равно произведению отношений 
диаметра основания цилиндра к диаметру 
меньщего основан.я. конуса и боковой стороны 
конуса к его высоте. 


Пусть на фиг. 24 ССАХ и СГАУ изображают 
сопряженные фигуры, на которых диаметры основа- 
ний цилиндра СС и ХА, диаметр меньшего основа- 
ния усеченного конуса— СТ, большего — УА, вы- 
сота конуса — ГЮ, боковая сторона — ГА. Утзерж- 
дается, что отношение высоты цилиндра СА к высоте 
конуса ГА равно произведени о отношений СС к СТ 
И АГ к ТЮ. Доказательство самой теоремы очень 
легко, но тем не менее ее надо выделить самостоя- 
тельно из-за ее приложений и примечательных соот- 
ношений. Именно, так как СО относится к СА, ‚как 
СТ к ТА, то, перэставив члены, и @С-— к СТ, 
как СА к АТГ. Но отношение СА к ТЮ равно произ- 
вздению олношений СА к АГ и АТк ТЬ, а потому 
оно равно и произведению отношений СС к СТ 
и АГк ГЮ. 


До. а°л2ние и вычи ление искомой высоты. Если 
даны СГ и УА, то по предыдущему дан и квадрат @С 
и по данному отношению этого квадрата СС к квадрату 
СА найдутся твадрат СА и квадрат ТА. Далее изьестна 
разность УА и СТ, т.е. ВА, а квадрат ГА больше квал- 
рата ТА на четвертую часть квадрата ВА при всяком со- 
пряжении (т. е. при любом олнопении квадратов СС 
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и СА) Действительно, углы при точках С и Г равчы, 
а также равны и параллельны по условию СТи УВ; сле- 
довательно, соединив В и Г, получим, что ВТ равно СУ, 
а последняя гавна ГА; значит, треугольник ВТА р`вноГед- 
генный, и ТЮ — его высота, а потому ВК равно КАик ал- 
рат ВА вчетверо больше квадрата ЛА. Итак, вычитая из 
квадрата ГА четвертую часть квадрата ВА, получим квал- 
рат высоты ТА усече ного конуса, сравнивая который 
с квадратом СА и на, дем требуемое отношение высот. 


ПрРимМЕРЫ 


Пусть ГС —19 АУ- 22. Если квадрат СС вдвое 
больше квадраза СА, то, как и рзньше, квадраг СС будег 


399 758 
399. Следовательно, квадрат СА будут -5° ИЛИ —, откуда, 
35 72 
так как кваграт 19 равеи 361, ТА равняется еы ИЛИ “. 


Наконец, так как разность м. жду УА и СГ, Т. е. межлу 22 
и 19, есть 3, то квадгаг ее будет 9, а его четвертая 
78. 
4 
Итак, квадрат СА относится к квадрагу ГЮ, как 798 к 713. 
Пусть дано другое сопряжение, именно такое, что квал- 
раты АС и @С равны, а потому (равны) и квадраты АГ 
и ТС, и пусть попрежнему СТЫ— 19, УА- 22. Квал 


9 722 
часть 1‘ Отнимая ееот -„, получим для квалрата ГК: 


1144 1435 
рат АГ будет -1› а кгадрат ТР — —, и отношение квад- 


рата СА к квадрату ТЮ то же, как 1596 к 1435, или, 
по сокрашении, 228 к 205. 

Ещ* пример. Пусль ГС — 19, УА — 20, или, что то же 
самое, (чтобы для дальнейшего иметь чисга, кратные 3) 
ТС —57, АУ— 60. Пусть, далее, квадрат СС не вдвос 
больше квадрата СА, но их отношение мен: ше, чем 2 к 1, 
илн 8 к4, а, например, пусть оно равно отнон ению 7 к 4. 
Так как по предыдущему разность, которая в настоящем 
случае равна 3, над» делить в отн шении 7 к 4, так что 
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всего (частей)’ будет 11, то и сами диаметры надо выразить 
числами, кратными 11, так что они будут 627 и 660, их 
разность 33, `и квадрату СС будет соответствовать часть, 
равная 21. Следовательно, вся (длина) У будет 648 
умножив ее на меньший диаметр 627, получим 406 296 — 
квадрат СС, который по условию относится к квадра- 
ту СА, как 7 к 4. Следовательно, квадрат СА будет: 


232 1691]; или (почти) ее 


тра ТС равен 393 129, и он относится к квадрату ТА, 
и 828581 
——. 


. Квадрат же меньшего диаме- 


как 7 к 4, тк что последний будет 224 645!|1 ил 


Разность диаметров 38, ее квадрат — 1089, его четверть — 


492 
“”. Вычитая это из квадрата ГА, получим те 


. Следо- 
вательно, здесь квадрат ОА относится к квадрату ТЮ, как 


рт К ме. или как 3714 708 к 3589 968, или, сократив, 
как 464 338 к 448 746. Пусть, далее, отношение квадратов не 
7Тк4, ад к 4, так что отношение самой линии СОС к СТ 
равно отношению 3 к 2, и пусть УС — 19, АУ — 20. Значит, 
разность — 1 — надо делить в отношении 9 к 4. Всего 
частей будет 13, или, для кратности с 3, 39. Следовательно, 
за величины (диаметров) надо взять 780 для ДУ и 741 
для ТС. Отсюда квадрат ТС будет 549 081. Так как он от- 
носится к квадрату ГА, как 9 к4, то последний равен 244 056. 


1 21 
Вычитая из него четверть квадрата от 39, т. е. —-, полу- 


4 
974623 
4 


чим для (квадрата) ТЮ — . Часть разности, входящая 


в состав квадрата СС, равна 27; линия УД, слегова- 
тельно, 768, умножив которую на диаметр 741, получим для 
квадрата СС — 569 088, откуда для квадрата СА получается 


252 928 или и потому что 9 относится к 4, как 569 088 


к 252 928. Итак, квадрат СА относится к квадрату ГА, как 
011 712 к 974 623. 
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Добавление 2 и аналогичные соотнощения. В сопря- 
жении, при котором квадраты диаметра и высоты цилиндра 
равны, существует красивый ряд отношений между квад- 
ратами высот. Именно такой: 


то кзадрат РАЮ 
относится к 


то квадрат ГЮ 


Если ГС отно- отиосится к 


Если ТС отно- 


сится к ДУ, квадрату СА, сится к АУ, квадрату СА, 
1:2 1:2 6: 7 11:12 
2: 9 3: 4 7: 8 13:14 
3: 4 5: 6 8: 9 15:16 
4:5 7: 8 9:10 17:18 
5: 6 9:10 
В сопряжении же, при котором квадрат диаметра ци- 


линдра вдвое больше квадрата его высоты, такой: 


Приращения квадрата 
ТС ыы А у, рат Тк Разность СА 
как первое | второе 

1:2 3: 10 7 

2: 3 21: 32 11 ыы 12 
3: 4 51: 66 15 6 ‚ 12 
4. 5 93:112 19 58 12 
5: 6 147:170 23 70 12 
6: 7 213:240 27 82 12 
7: 8 291:322 31 94 12 
8: 9 381:416 35 +06 12 
9:10 483:522 39 


(Отношения квадратов увеличиваются), потому что точки В 
и А сближаются. Подобное будет при всяком сопряжении. 


ТЕОРЕМА [5х 


Есля разность диаметров усеченного конуса раз- 
делена в отношении (квадратоз диаметра ос- 


117 Стереометрия бочек. 
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нования и высоты) сопряженного цилиндра, 
часть, соответствующая диаметру, сложена с 
меньшим диаметром конуса и построены прямо- 
угольники 1) на меньшем и большем диаметрах 
ци 2) на меньшем диаметре и составленной сумме, 
то произведение отнощений первого прямоуголь- 
ника, увеличенного на третью часть квадрата 
разности диаметров, ко второму и высоты 
усеченного конуса к высоте цилиндра равно от 
ношению обзема усеченного конуса к объему 
сопряженного цилиндра. 


Пусть на фиг. 24 при сохранении прочих усло- 
вий предыдущей теоремы разность ВА разделена 
в точке 0) так, что АД относится к ОВ, как квад- 
рат АС к квадрату @С. Утверждается, что п:оизве- 
дение отношений прямоугольника на СТ и АУ вме- 
сте с третьей частью квадрата ВА к прямоугольнику 
на СГи УД и ТЮ к ОА дает отношение объема 
усеченного конуса к объему сопряженного цилиндра. 
Именно, по теореме ХУП первой части прямоуголь- 
ник на СГи \А вместе с третьей частью квадрата 
ВА относится к квадрату СТ, как объем усеченного 
конуса СТАУ к объему цилиндра с той же высотой, 
построенного на основании СТ. Но квадрат СТ от- 
носится к квадрату СО, как объем цилиндра на ос- 
новании СТ к объему цилиндра той же высоты на 
основании СС, ‘согласно сказанному в теоремах Ш и 
ХУ первой части. Следовательно, прямоугольник на СТ 
и УА вместе с третьей частью квадрата ВА относится 
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к квадрату СС, т. е. по предыдущей теореме \УТ— 
к прямоугольнику на СГи ИРД, равновеликому этому 
квадрату СС, как объем усеченного конуса с осно- 
ваниями СГи АИк объему цилиндра той же высоты. 

Значит, если бы усеченный конус имел высоту 
сопряженного цилиндра, т. е. СА, то уже одно назван- 
ное отношение (и давало бы отношение объемов). 
Но высота усеченного конуса АТ относится к высоте 
сопряженного цилиндра СА, как цилиндр с высотой 
усеченного конуса к сопряженному цилиндру при 
равных основаниях, согласно теореме ХУП первой 
части, и так же относится сопряженный усеченный 
конус с высотой ТА к усеченному конусу с теми же 
основаниями и высотой СА. Следовательно, это по- 
следнее отношение 7А к СА и представляет второй 
множитель в отношении объемов (41), 


Добавление 1 и расчеты. Пусть дано отношение усе- 
ченного конуса к цилиндру той же высоты с основанием 
СС, и по предыдущему найдено отношение квадрата СА вы- 
соты цилиндра к квадрату ГА высоты усеченного конуса. 

Так как квадратные корни из пропорциональных чисел 
сами пропорциональны, но их отношение равно корню из 
отношения квадратов, то возведем член отношения, соот- 
вегствующий объему усеченного конуса, в квадрат и най- 
дем число, относящееся к квадрату этого члена, как квад- 
рат СА относится к квадрату ТР. Тогда корень квадратный 
из этого числа и даст число, соответствующее объему иско- 
мого, т. е. сопряженного усеченного конуса в пропорции, 
в которой объему сопряженного цилиндра соответствует 
квадрат СС. Пусть, например, квадрат СС относится к 
квадрату СА, как 7 к4, и пусть СТ— 19, АУ—20, или, 


17% 
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как в примере к теореме УШ, СТ-— 627, АУ - 660, раз- 
ность их 39. Умножив меньшую среднюю арифметическую 
638 на 627 и прибавив квадрат 627 или умножив 660 на 
627 и прибавив произведение 33 на 11 (треть квадрата 
разности), получим число 414183, соотгетствующее объему 
усеченного конуса. Но выше было найдено, что квадрат 
высоты сопряженного цилиндра относится к квадрату вы- 
соты конуса, как 464 338 к 448 746. Следовательно, опреде- 
лив число, относящееся к квадрату найденного члена для 
объема усеченного конуса, как 464 338 к 448 746, получим 
165 773 240 994, корень из которого, т. е. 407 153, будет со- 
ответствовать соп; яженному усеченному конусу в пропор- 
ции, в которой цилиндру соответствует 406 296 — найденный 
выше квадрат СС. Следовательно, усеченный конус превос- 
ходит цилиндр больше чем на пятисотую часть, в то время 
как при том же отношении диаметров, но при сопряже- 
нии, в котором квадрат диаметра основания цилиндра вдвое 
больше его высоты, усеченный конус оказался бы меньи'е 
цилиндра на часть, несколько меньшую одной трехтысячной. 

Испытаем еще сопряжение, в котором квадрат диа- 
метра цилиндра превосходит квадрат его высоты больше 
чем вдвое. Пусть ГС — 18, ДУ— 20 и квадрат СС отно- 
сится к квадрату СА, как 9 к 4. Выше, в теореме УШ, мы 
видели, что если положить ТС — 741, АУ — 78\, то квад- 
рат СС будет 569 088, и квадрат СА относится к квадрату 
ТЮ, как 10 117112 к 974 623. Умножив 741 на 780, разность 
их 39 на третью часть ее — 13 — и сложив произведения, по- 
лучим член, соответствующий усеченному конусу 587 487. 
Наконец, умножив квадрат его на 974 623 и разделив про- 
изведение на 10117 112, получим 322399007 006. Корень 
отсюда—067 802 — будет состветствовать сопряженному усе- 
ченному конусу, в то время как 569088 соответствует ци- 
линдру. Следокательно, здесь усеченный конус меньше 
цилинлра на часть, большую одной шестисотой. В сопря- 
жении же, в котором квадрат диаметра цилиндра вдв-е 
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больше квадрата высоты, конус был меньше цилиндра 
на часть, мельшую одной трехтысячной. 

„Добавление 2. В сопряжении, в котором квадрат диа- 
метра основания цилиндра вдвое больше квадрата высоты 
об: из средних арифметических между диаметрами основа- 
ний конуса служат для вычисления, меньшая — для объема 
пояса (часть первая, теорема ХУП), большая — для квад- 
рата СС и объема сопряженного цилиндра. 

ПРИМЕР 
Диаметры 
Разность з 19 20 21 22 
5 19 эЭ 19 
9 361 6) 399 
4 2 36| 2 
722 421 198 
9 421 
713 177241 

Умножив 177 241 на 713, разделив на 793 и извлекши 

из частного 158863 корень, 


получим 398 с лишним для _Отношение  Цили др Усеченный 

объема ‘усеченного конуса, я у 
если объем сопряженного ци- 

линдра принять равным 399. 1: 2 15 и 
Таким образом в этом сопря- з: у оо ти 
- . 9 

жении получаются для раз 4: 5 68 167 
личных отношений диаме- 5: 6 255 254 — 
тров следующие значения 6 7 360 359 — 
(см. таб..). 7: 8 483 и 
8: 9 624 23 

„Добавленле 3. Если же 9:10 783 782 

дано сопряжение, в котором 2 ИИ И, 


диаметр основания цилиндра ... ... у.е 
равен его высоте, то из 19:20 5363 3362.-- 
двух средних арифметиче- 

ских меньшая полезна для вычисления объема пояса, а сред- 
нее арифметическое для вычисления диаметра СС. 
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ПрРИМЕР 
Диаметры 
Разность 3 19 20 2045 21 22 
ИЛИ 6 38 40 41 42 44 
6 38 6 38 
36 1444 240 1558 
4 9 1444 
9 1455 1684 
Сократив на 41: 35 38 


Здесь 240 дает пояс, 1444 — вписанный в усеченный 


конус цилиндр, а 


потому 1684 — сам усеченный конус. 


Умножив квадрат последнего числа 2855 856 на 35 и разде- 
лив на 38, получим 2611 972, откуда корень квадратный 
будет 1616 с лишним, что и представит объем усеченного 
конуса, если объем сопряженного цилиндра взять за 1558. 
Таким образом здесь получаются соотношения (см. табл.). 


ое Дилиндр Усеченный 
1:2 54 60 
2: 3 180 197 -- 
3: 4 378 405 
4: 5 648 689 — 
о: 6 990 1036 — 
6: 7 1404 1456 {- 
7: 8 1890 1846 — 
8: 9 2448 2521 
9:10 3078 3160 -- 
19:20 | 13323 |13458 + 


причем в избытке меньше одной 
с:0 второй части. 
* + . 


Разбор соотношений. 
До сих пор шли теоре- 
мы, на которых осно- 
вывается вычисление ис- 
комого отношения между 
усеченным конусом и его 
сопряженным цилиндром, 
а из этих вычислений 
получается многое, до- 
стойное самого тщатель- 
ного разбора. Во-первых, 
из 2 и 3-го добавлений 
и сравнения между собой 


СТЕРЕОМЕТРИЯ АВСТРИЙСКОЙ БОЧКИ 263 


различных расчетов видно, что в данном сопряже- 
нии отношение усеченного конуса к цилиндру не 
всегда одно. и то же, но изменяется при измене- 
нии отношения диаметров оснований конуса. И при- 
том во 2-м добавлении оказывается, что при данном 
объеме цилиндра объем усеченного конуса уменына- 
ется, а в 3-м — увеличивается. Именно в последней 
строчке предыдущей таблицы объем конуса превос- 
ходит цилиндр меныше чем на сотую часть, затем в 
предыдущих строчках — на одну тридцать восьмую, 
одну тридцать третью и так далее на все большую, 
и, наконец, в первой строчке — на целую десятую. 
Если бы вычисление продолжить, то необходимо слу. 
чилось бы, что усеченный конус снова сделается 
меныне цилиндра. Потому спрашивается, какой усе- 
ченный конус в данном сопряжении наибольший и 
еще какой равновелик сопряженному цилиндру? 
Во-вторых, из трех добавлений и приведенных. 
вычислений выявилась некая взаимность между со- 
пряжениями, в которых отношение квадрата диа- 
метра цилиндра к квадрату его высоты больше чем 2, 
и теми, в которых это отношение меньше 2. Именно, 
в том сопряжении, где это соотношение равно 2, 
повидимому, всякий усеченный конус меныше ци- 
линдра, хотя бы и на крайне незначительную часть, 
так что сам цилиндр, как бы первый из всех усе- 
ченных конусов, т. е. тот, у которого диаметры рав- 
ны, наибольший и равный сопряженному цилиндру, 
т. е. самому себе. В сопряжении же, в котором это 
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отношение больше 2, все усеченные конусы, даже 
самые близкие к цилиндру, заметно меньше со- 
пряженного цилиндра. В том же сопряжении, где 
отношение меньше 2, сначала усеченные конусы 
не оказываются ли больше цилиндра до некоторого 
места, затем снова убывают, наконец, делаются рав- 
ными цилиндру, потом меньше его, пока, наконец, 
совсем не исчезают, в то время как сопряженный 
цилиндр остается тем же? 

В-третьих, так как во всех прочих сопряже- 
ниях цилиндры меныше, чем цилиндр того сопря- 
жения, в котором квадрат диаметра основания вдвое 
больше квадрата высоты, а в некоторых сопряже- 
ниях усеченные конусы превосходят свои сопряжен- 
ные цилиндры, то спрашивается, достигнет ли или 
даже превзойдет при этом возрастании объем усечен- 
ного конуса цилиндр, наиболыший для всех сопря- 
жений, и если это так, то каково отношение диамет- 
ров, при котором усеченный конус делается равно- 
великим наибольшему цилиндру? Это-то и. надлежит 
нам разобрать в следующих теоремах, насколько, ко- 
нечно, это возможно выполнить при’ моих знаниях; 
для оценки же и сравнения бочек это в высшей 
степени необходимо. 


ТЕОРЕМА Х 


Во всяком сопряжении усеченные конусы при 
возрастании отношения меньшего диаметра 
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№ большгму делаются в конце концов по 
объему меньше всякой- данной величины. 


Пусть дано какое-нибудь сопряжение, определяе- 
мое отношением СС к СА (фиг. 24). Утверждается, 
что существует усеченный конус СГА того же сопряже- 
ния, т. е. такой, что СТ относится к ТА, как С@ 
к СА, по объему меньший любой заданной величины. 
Доказать это легко. Именно, стороны СТ и ТА, со- 
храняя между ними то же отношение, которое существу- 
ет между СОС и СА, можно уменьшать до тех пор, 
пока их сумма не сделается равной диагонали СА, и 
‚сумма трех сторон — УС, СГ, ГА — сделается равной 
четвертой УД, причем отношение диаметров СГи "А 
будет иметь наименьшее значение, возможное в дан- 
ном сопряжении. Но в этом случае весь усеченный 
конус осядет на свое основание, т. е. на площадь 
круга УЛ, а всякая площадь меныше величины 
любого объема. 


ТЕОРЕМА А 


‚Цилиндр, равновеликий усеченному конусу ‘с той 
же высотой, имеет основанием треть сул- 
мы оснований конуса и их среднего пропорцио- 
нального. 


Именно, прямоугольник, построенный на диамет- 
рах усеченного конуса, равновелик ‘квадрату на сред- 
нем пропорциональном между ними (Евклид, УГ, 17), 
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а два таких прямоугольника вместе с квадратом на 
разности составят два квадрата на диаметрах, на 
которых построены прямоугольники (Евклид, П, 7). 


Напр. 3,5 15 дважды 30 
3,5_ Разность 22 4 
9,25 — 34 31 


Следовательно, три прямоугольника вместе с квадра- 
том на разности равновелики трем квадратам — на 
двух диаметрах оснований и на их среднем пропорцио- 
нальном, а один прямоугольник с третью квадрата на 
разности равновелик третьей части суммы этих квадра- 
тов. Но названный прямоугольник с третью квадрата 
относятся к квадратам диаметров оснований усечен- 
ного конуса, как объем его к объемам цилиндров 
с той же высотой, построенных на основаниях конуса 
согласно теореме ХУП первой части. Потому и треть 
названной суммы относится к квадратам диаметров 
оснований, как объем усеченного конуса (а также и 
объем равновеликого цилиндра} к объему цилинд- 
ров той же высоты на основаниях усеченного ко- 
нуса. А так как основания таких цилиндров сами 
относятся, как объемы, то основание цилиндра, равно- 
великого усеченному конусу, и будет равно трети 
суммы двух оснований конуса и их среднего пропор- 
ционального (42), 

Клавий в У\У книге Практической геометрии в 
гл. 3 пользуется этой теоремой в несколько преобра- 
зованном виде, о чем я упоминал и выше, но прибе- 
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гает к более трудным способам доказательства, не 
связанным, очевидно, с моими, почему я для ясности 
и предпочел воспельзоваться моими приемами. 


ПРИМЕР. Пусть диаметры 19 и 22; умножая каждый 
на самого себя и друг на друга, получим квадраты 361 
и 484 и среднее пропорциональное 418. Сумма всех 
их будет 1263, третья часть ее 421 и придется на объем 
усеченного конуса, если на объем меньшего цилиндра 
положить 361. 


ТЕОРЕМА ХП 


У цилиндра, имеющего общие высоту и диагональ 
(осевого сечения) с прямым усеченным конусом, 
диаметр основания равен среднему арифмети- 
цескому диаметров основанчй усеченно?о конуса. 


Пусть на фиг. 24 СЕА$ изображает цилиндр с 
диагональю СА, а СТАУ — прямой усеченный конус, 
высота которого ТЮ равняется высоте цилиндра Ё \ 
или С5. УТверждается, что диаметр цилиндра СЕ 
равен среднему арифметическому между СТ и АУ— 
диаметрами оснований усеченного конуса. Так как 
именно усеченный конус предполагается прямым, то 
(в осевом сечении) боковые стороны СУ и ТА равны, 
а потому равны БА и С5 и углы $ и Е— прямые, 
откуда равны У5 и ТЕ — стороны треугольников 
У5С и ТБА. Далее, СЕ равно $А, а потому насколько 
СЕ превосходит СТ, т. е. на величину ТЕ, на столь- 
ко же АУ превосходит А$ или СБ, т. е. на равную 

‚величину У5. Значит, СЁ есть среднее арифметиче- 
ское между СГи \А, что и требовалось доказать. 
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ТЕОРЕМА ХП/. 


Избыток усеченного конуса (над цилиндром), имею- 
щим общие с ним диагональ (осевого сечения) и 
высоту, относится к этому цилиндру, как 
двенадцатая часть квадрата разности (диа- 
метров оснований конуса) к квадрату диаметра 
основания цилиндра. 


Прэдставим себе цилиндр на основании СТ с той 
же высотой ТА, как усеченный конус СТАУТ. Этот 
цилиндр будет относиться к цилиндру на основании 
СЕ с той же высотой, как квадрат СГ к квадрату 
СЕ, а эти квадраты будут относиться к их разности, 
как цилиндры на основаниях СГи СЕ к кольцу, 
которым болыний цилиндр окружает меньший. Но 
разность квадратов состоит из двух прямоугольников 
со сторонами СТ и ТЕ и квадрата со стороной ТЕ, 
которая равна полуразности АУи СТ, т. е. половине 
АВ или АЮ. С другой стороны, усеченный конус 
СТАУ накидывает на цилиндр с основанием СТ пояс, 
отношение которого к этому цилиндру то же, как 
отношение прямоугольника со сторонами АВ и ВУ 
(или СТ) вместе с третью квадрата на АВ к квадрату 
на СТ. Но прямоугольник со сторонами АВ и СТ 
равновелик двум прямоугольникам со сторонами СГ 
и ТЕ, потому что АВ вдвое больше, чем ТЕ. 
Таким образом в разности квадратов на СЕ и СТ 
(к прямоугольнику на СГи АВ) прибавляется квадрат’ 
АЮ, т. е. четверть квадрата на АВ, а в числителе 
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последнего отношения к тому же (прямоугольнику) 
прибавляется треть квадрата на АВ. Но треть пре- 
восходит четверть на одну двенадцатую. Следовательно, 
в первом случае прибавляется на одну двенадцатую 
часть квадрата АВ больше, чем во втором, и на 
столько же больше пояс усеченного конуса, чем кольцо 
цилиндра с основанием СБ. 

А. разность пояса и кольца и представляет избы- 
ток усеченного конуса СТАУ над цилиндром СЕА$, 


и, значит, этот избыток имеет к цилиндру названное 
отношение (43), 


ПрРимМЕР. Пусть диаметры усеченного конуса СТ 19 
и АУ 22. По ранее сказанному цилиндру СТЮ$, вписанному 
в усеченный конус, будет соответствовать 361 — квадрат 
от 19. От усеченвого конуса СТАУ прибавляется пояс Г^А, 
СЗУ (60) р зность АВ (3) умножается на СТ (19) и на свою 
треть (т. е. всего на 20), и для объема усеченного конуса 
СТАУ получается 421. Среднее же арифметическое между 
19 и 22 будет 201 и его квадрат 420:|, придется на объем 
цилиндра СЁЕА$. Или, иначе, произведение половины раз- 
ности АВ (3), т.е. ТЕ (11]5) на меньший диаметр ГС (19) дает 
57, квадрат половины разности ТЕ дает 21|, а сумма 591], 
‘приходится на кольцо, образуемое цилиндром ТЕ около 
цилиндра ТС, прибавив которое к последнему и найдем 
опять 4201/,. Следовательно, на избыток усеченного конуса 
СТАУ над цилиндром СЕА$ приходится З/л, что и состав- 
ляет двенадцатую часть от 9 — квадрата всей разности АБ, 
равной 3. 

Добавление и аналогия. С увеличением разности 
диаметров усеченного конуса при постоунных высоте и 
равновысотком цилиндре с той же диагональю увеличивает- 
ся и избыток усеченного конуса. Разность же АВ может 
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увеличиваться до тех пор, пока не сделается равной среднему 
арифметическому межлу диаметрами, т. е. пока СТ не 
обратится в точку, а УД окажется вдвое больше диаметра 
СЕ основания цилиндра, и тогда мы дойдем до границы 
всех усеченных конусов, т. е. до полного конуса, диагональ 
хоторого совпадает с боковой стороной, т.е. его образую- 
:ей. Отношение такого конуса, одинаковой высоты с 
цилиндром СЁ и с диаметром основания, вдвое большим 


4 
диаметра цилиндра, к этому цилиндру равно =. Именно, 


раз диаметр основания конуса влвое больше диаметра 
основания цилиндра, то площадь первого круга вчетверо 
больше площади второго, а потому и объем цилиндра той 
же высоты на основании’ конуса вчетверо больше объема 
ланного (по теоремам Ш и ХУП первой части), а по теореме 
|У объем конуса составляет треть объема цилиндра с теми 
же основанием и высотой. 

Итак, вот граница, которсЙй не достигает ни один 
усеченчый конус: именно ни один не превосходит цилиндра 
с той же высотой и диаметром основания, равным среднему 
арифметическому диаметров оснований конуса, на третью 
часть объема. 


ТЕОРЕМА МУ 

Цилиндр, равновеликий усеч-нному конусу и имею- 
щий равную с нии высоту, имеет диагональ 
большую, чем конус. | 


Именно, по предыдущему цилиндр, имеющий с 
усеченным конусом общую или равную диагональ, по 
объему меньше конуса, если их высоты равны. Следо- 
вательно, больший цилиндр, т. е. равновеликий усе- 
ченному конусу, будет г.меть и большую диагональ. 
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ТЕОРЕМА ХУ 


Все отношения диаметров усеченного конуса, возмож- 
НЫЕ В сопряжении с заданным отношением 
(боковой стороны к меньшему диаметру), воз- 
можны и в сопряжении с большим отношением. 


Именно, во всяком сопряжении СТ и ГА могут 
уменынаться до тех пор, пока в сумме не окажутся 
равными СА, а АУ в свою очередь может увеличи- 
ваться до тех пор, пока не сравняется с суммой АС 
и СИ, или АТ, ТС и СУ. Следовательно, в тех 
сопряжениях, при которых отношение АГк ГС больше, 
отношение СТ к АИ может изменяться в более 
1ироких границах (44, 

Итак, всякое значение отношения СТ к АИ, 
возможное при относительно малом АТ, возможно и 
при большем АТ, но при большем АТ возможно 
большее число значений (этого отношения). Благодаря 
такому ‹овместному существованию различных сопряже- 
ний при одном и том же отношении диаметров имеет 
место следующее сопоставление. 


ТЕОРЕМА ХУ1 

Для всякого цилиндра с выс.той, большей, чем вы- 
сота наибольшего цилиндра при той же диаго- 
нали, существует соответственный равновели- 
кий цилиндр, называемый противопоставленных, 
с высотой, меньшей высоты наибольшего. 


Именно, равновеликие цилиндры получаются бла- 
годаря тому, что отношения оснований и высот изме- 
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няются в противоположных смыслах. Рассмотрим снова 
фиг. 22, на которой СОА пусть будет наибольший 
цилиндр с основанием СС и высотой СА. Возьмем дру- 
гой цилиндр СНА с большей высотой. Утверждается, 
что можно найти цилиндр с меньшей высотой — СВА, 
высота которого ВА относится к высоте первого МА, 
как квадрат СН к квадрату СВ. Дело в том, что 
если существуют величины большая и меньшая данной, 
то существует и равная ей. Но квадрат диаметра СН 
непрерывно возрастает вместе с линиями СФ), СГ, СЛ, 
СО, СВ, СР, проходя через все значения от нулевого 
до квадрата диаметра круга СА. Высота же цилиндра 
в свою очередь, начиная с длины СА, убывает вместе 
с линиями АО, АГ АН, АЦ, АВ, АР, проходя через 
все значения, так что отношение (АН к АВ при 
приближении точки В к А), где высота обращается 
в точку, возрастает до бесконечности, а отношение 
кгадрата (диаметра) СВ (к квадрату СН) при том же 
перемещении точки В возрастает все медленнее. 
Следовательно, переходя от точки Н, соответствую- 
щей цилиндру СНА с высотой, болышей высоты ци- 
линдра ССА, через точку С в точку В, мы получим, 
что отношение АНк АВ, которое сначала было меньше 
отношения квадрата СВ к квадрату СН, потому что 
объем цилиндра СНА по условию меныше объема ци- 
линдра ССА, сделается в конце концов болыше его 
как быстрее растущее, и, значит, найдется такая точка 
В, в которой два эти отношения — АН к АВ и квад- 
рата СВ к квадрату СН — сделаются равными (4). 
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Примеры этого даны в вычислениях, произведен- 
ных в теореме У. 


ТЕОРЕМА ХУП 


При всяком сопряжении, в котором квадрат диа- 
метра основания цилиндра меньше чем вдвое 
превосходит квадрат его высоты, все усеченные 
конусы, начиная с самых близких к цилиндру, 
делаются постепенно по объему больше сопря- 
женного цилиндра, несмотря на убывание их 
высоты, а затем снова уменьшаются, оставаясь 
все же больше сопряженно?о цилиндра, до тех 
пор, пока их высота остается больше высоты 
цилиндра, противопоставленного сопряженному. 


Представим себе на фиг. 22 сопряжение, в кото- 
ром квадрат диаметра НС меньше чем вдвое превосхо- 
дит квадрат НА, и пусть соответствующий этому 
сопряжению цилиндр есть СНА, а противопоставлен- 
ный ему, Т. е. с равным объемом, но соответствующий 
другому сопряжению, пусть будет СВА с основанием 
СВ и высотой ВА. Утверждается, что все усеченные 
конусы, сопряженные цилиндру СНА, высота которых 
заключается между НА и ВА, будут по объему боль- 
ше цилиндра СНА или СВА. Именно, между равно- 
великими противопоставленными цилиндрами СНА и 
СВА. находится наибольший цилиндр ССА, в котором 
квадрат. СС вдвое больше квадрата ‘СА. Следовательно, 
все цилиндры СС А, заключенные между СНА и СВБА, по 
кеореме \У этой части, больше крайних, соответству- 


18 Стереометрия бочек, 
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ющих точкам Н и В, и высоты этих цилиндров за- 
ключены между НАи ВА, так же каки высоты рас- 
сматриваемых усеченных конусов. По теореме же, ХШ 
усеченные конусы больше цилиндров с той же высотой 
и той же диагональю СА, а потому и подавно больше 
меньших крайних, соответствующих точкам Ни В. 


ТЕОРЕМА ХУШ 


При сопряжении, в котором `кведрат диаметра 
основания цилиндра меньше чем вдвое превос- 
ходит квадрат его высоты, усеченный конус, 
равновеликий сопряженному цилиндру, имеет 
высоту; меньшую высоты цилиндра, противо 
поставленного сопряженному, ему равновелико- 
го, но соответствующего другому сопряжению. 


Именно по теореме ХШ усеченный конус с той 
же высотой, как противопоставленный цилиндр, равно- 
великий сопряженному, больше этого цилиндра. Но 
он больше и сопряженного с ним цилвидра. Следова- 
тельно, усеченный конус, равновеликий своему сопря- 
женному цилиндру, имеет не одинаковую с ним высоту, 
но большую или меньшую. Но по предыдущей тео- 
реме ХУП большую высоту он иметь не может. Значит, 
имеет высоту меньшую. При дальнейшем же уменьшении 
высоты по теореме Х усеченные конусы становятся меньше 
сопряженного цилиндра и, наконец, по объему исчезают. 

Добавление. Предполагая, что бочки представляют собой 


просто удвоепные усеченные конусы, заключаем, что про- 
долговатые умеренно пузатые булут вместительнее цилии- 
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дри еских того же поперечного размера, и никогда не де- 
лают бочек столь чудовищно пузатых, чтобы они оказались 
снова менее вместительны, чем цилиндрические того же 
продольного размера. 


ТЕОРЕМА ХХ 

При всех сопряжениях цилиндра с усеченными ко- 
нусами, у которых отношение диаметра мень- 
шего основания к боковой стороне меньше, чем 
И2, существуют два значения отношения 
диаметров (оснований) конуса, при которых 
‘усеченный конус оказывается равновеликим ци- 
линдру, наибольшему при любом сопряжении. 


Пусть на фиг. 24 для этой теоремы отношение 
диаметра основания цилиндра СС к его высоте СА мень- 


ше, чем И. Утверждается, что при этом сопряжении 
встречаются два значения отношения диаметров СТ и 
АУ, на которых можно построить усеченный конус, 
равновеликий наибольшему цилиндру, у которого от- 
ношение диаметра основания к высоте равно У2. 


Именно, если отношение СС к СА меньше У2, то 
. 1 

отношение СА к АС будет больше 78’ а потому 

можно найти отрезок АГ, меньший СА, и по данному 


отношению АС к @С — пропорциональный ему ТС так, 


чтобы перпендикуляр ТА относился к АС, как1к УЗ. 
Тогда .соответствующий усеченный конус СГАУ будет 
иметь ту же высоту, как наибольший цилиндр, у которо- 


го отношение диаметра основания к высоте равно У 2. 
18* 
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Следовательно, по теореме ХШ настоящей части такой 
усеченный конус будет болыше этого наибольшего 
цилиндра. По теореме же ХГУ равновеликий этому 
конусу цилиндр при равной высоте имеет диагональ 
большую, чем конус. Потому цилиндр с меньшей диа- 
гональю, именно с той, которую имеет усеченный конус, 
должен иметь высоту большую, чем высота конуса, что- 
бы возместить потерю от укорачивания диагонали при- 
ращением объема от удлинения высоты. Значит, иско- 
мый усеченный конус, равновеликий наибольшему ци- 
линдру, должен быть меньше построенного на той же 
диагонали и с высотой, равной высоте наибольшего 
цилиндра. А это может осуществиться двумя способами. 

Именно, так как при любом сопряжении цилиндр 
является началом ряда усеченных конусов, а в рассма- 
триваемых здесь сопряжениях цилиндр имеет высоту 
большую, чем высота наибольшего цилиндра, то и 
усеченные конусы, близкие к своему сопряженному 
цилиндру, ‘будут меньше наибольшего цилиндра и 
иметь высоту большую, чем он. Затем при увеличении 
разности АВ между диаметрами АУ и СТ конусы 
будут увеличиваться и бделаются по объему больше 
наибольшего цилиндра, как уже доказано. При таком 
увеличении разности АВ, пока ГЮ остается меньше 
высоты СА сопряженного цилиндра, но болыше высоты 
наибольшего цилиндра, случится однажды, что усечен- 
ный конус окажется равновеликим наибольшему ци-. 
линдру. Но при данном сопряжении объемы усеченны 
конусов при возрастании АВ не возрастают бесконечно, 
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но согласно теоремам Х и ХУШ снова убывают, и 
при этом убывании окажется вторично, что усеченный 
конус сделается равновеликим наибольшему цилиндру. 
Именно, так как усеченный конус с той же высотой, 
как наиболыпий цилиндр (когда ГА относится к АС, 
как 1 к УЗ), больше этого цилиндра, то при ‚ даль- 
нейшем уменьшении высоты он снова и сделается 
равновеликим цилиндру. Значит, находится значение, 
до которого надо уменьшить еще раз ГА. Но с умень- 
шением ГА и пропорционально ей ГС уменьшается и 
квадрат ГА, а так как квадрат СА остается неизмен- 
ным, то оставшийся прямоугольник на ГС и АУ уве- 
личивается, а значит, вследствие уменьшения ширины 
ТС увеличивается, и по двум причинам, длина ДУ. 
На этом основании и находится определенное отноше- 
ние ТС к АУ, при котором получается второй раз усе- 
ченный конус, равновеликий наибольшему цилиндру, 
что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ХХ 

При различных сопряжениях усеченные конусы с 
одним и тем же отношением диаметров осно- 
ваний будут по объему тем больше, чем ближе 
по высоте к наибольшему цилиндру с той же 
диагональю, а чем выше его, тем меньше. 


Это довольно неожиданно. Кто бы не сказал, что 
усеченный конус с высотой ГА (фиг. 24) больше 
усеченного конуса с высотой СА, если у обоих одна 
и та же диагональ и одно и то же отношение диамет- 


275 СТЕРЕОМЕТРИЯ БОЧЕК 


ров большего и меньшего оснований’ На самом же 
деле справедливо обратное. Пусть же СС будет диа- 
метр основания наибольшего цилиндра и СА его вы- 
сота, так что по теореме У\У отношение СС к СА 
равно И2, и возьмем усеченный конус, диаметр мень- 
шего основания которого направлен по линии СО, а 
диаметр большего — по продолженной линии АХ, от- 
ношение этих диаметров пусть имеет любое значение, 
а среднее арифметическое их по теореме ХИ будет СО. 
Так как отношение диаметров оснований для раз- 
личных усеченных конусов предполагается одним и 
тем же, то и отношение их разности к их среднему 
арифметическому тоже для всех будет одинаково. 
А так как по теореме ХШ избыток любого такого 
усеченного конуса нэд цилиндром с той же высотой 
относится к объему цилиндра, как двенадцатая часть 
квадрата на разности диаметров оснований конуса к 
квадрату на их среднем арифметическом, то больший 
избыток будет у того конуса, где больший цилиндр. 
Но цилиндр СС А — наибольший из всех с данной диа- 
гональю. Следовательно, и избыток соответствующего 
усеченного конуса, т. е. названная двенадцатая часть, 
будет больше избытка всех остальных усеченных кону- 
сов с тем же отношением диаметров оснований, а пото-‘ 
му, хотя бы высота усеченного конуса была больше, чем 
СА, он все же будет меныше усеченного конуса с высо- 
той СА, потому что ему соответствует меньший цилиндр. 

Для примера возьмем крайнее значение, именно 
бесконечное, отношения диаметров усеченного конуса, 
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т. е. вместо усеченного воз.мем полный конус как 
предел всех уссченных. Пусть высота этого конуса 
ГА, и пусть ее квадрат равен половине квадрата АС; 
пусть диаметр основания Цилиндра СГА с той же 
высотой есть линия СГ, равная высоте ГА. Так как 
СТ равно среднему арифметическому между диаметрами 
усеченного конуса, из которых один равен 0, то дру- 
гой, т. е. диаметр основания конуса, будет вдвое 
больше /С. Значит, для вычисления объема этого 
конуса придется умножить треть А/ на квадрат удвоен- 
ной /С, который равен учетверенному квадрату /[С, 
т. е. удвоенному квадрату СА. 

Другой же конус (опять взятый вместо усеченного 
при том же отношении диаметров оснований), имею- 
щий высотой СА, квадрат которой составляет треть 
квадрата СА, будет иметь диаметр основания вдвое 
больший СС, а квадрат этого диаметра будет вчетверо 
больше квадрата СС. Но квадрат @С составляет две 
трети от квадрата АС, а вчетверо больший даст во- 
семь третей квадрата АС, что превосходит удвоенный 
квадрат АС, соответствующий первому конусу, на две 
третй квадрата АС, в то время как квадрат высоты 
первого конуса, равный половине квадрата СА, пре- 
восходит квадрат высоты второго, равный трети квал- 
рата СА, только на одну шестую послзднего квадрата. 
Но этим еще не исчерпывается вся потеря в’ объеме, 
потому что приходится умножать на площади осно- 
вания не квадраты высот, а сами высоты, и даже 
не их самих, а только их трети. Значит, выиг- 
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рыш в объеме конуса благодаря удлинению осно 
вания СО больше проигрыша из-за укорачивания 
высоты СА. 


ТЕОРЕМА ХА! 


Из всех усеченных конусов при данном сопряжении 
наибольшим будет тот, который имеет ту же 
высоту, как и наибольший цилиндр, т. е. относя- 


щуюся к диагонали, как 1 ки 3. Все же прочие, 
как более высокие, так и более низкие, по обб- 
ему, сравнительно с зтим значением, снова 
убывают. 


Строгое доказательство или опровержение, если 
нужно, пусть дадут бельгийские Аполлонии — Снеллий 
или Адриан Римлянин. Здесь же эта (тебрема) излиш- 
ня, поскольку дело касается цоли книжки, и приведена 
только по ее сродству с предыдущей, каковое сходство 
и дало мне основание считать ее верной, хотя в пре- 
дыдущей теореме усеченные конусы не принадлежали 
к одному и тому же сопряжению в том смысле, как мы 
это название употребляли до сих пор, но все же они 
были построены на одной и той же диагонали и имели 
одно и то же отношение между диаметрами оснований, 
подобно тому как у сопряженных одно и то же отно- 
шение меньшего диаметра основания к боковой 
стороне. 

Еще надо сказать, что по другому свойству наи- 
большего цилиндра, доказанному в предыдущих тео- 
‚ ремах, существует некоторая высота сопряженного 
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усеченного конуса, болышая высоты наибольшего ци- 
линдра и некоторая менышая ее, так что при обеих 
этих высотах усеченные конусы равновелики наиболь- 
шему цилиндру, а тот усеченный конус, высота кото- 
рого равна высоте наибольшего цилиндра, по объ- 
ему этот цилиндр превосходит, и в обоих направле- 
ниях от этой высоты, как к высоте сопряженного ци- 
линдра, так и в сторону самых низких усеченных кону- 
сов, объемы их уменьшаются. Поэтому не видно 
никакой причины, почему граница увеличения объема 
пришлась бы при какой-нибудь другой высоте, чем 
при этой самой. 

Прибавим еще и указания вычислений. Возьмем 
сопряжение, в котором диаметр цилиндра С] равен 
высоте /А, и пусть в этом сопряжении усеченный ко- 
нус имеет ту же высоту, как наибольший цилиндр 
СЦА, т. е. тот, у которого отношение диаметра ос- 
нования СО к высоте СА равно И 2. Следовательно, 
диаметр меньшего основания усеченного конуса пойдет 
по (линии) СС и будет равен боковой стороне, потому 
что прэдполагается, что их отношение такое же, как 
СГ к ГА. Пусть этот меньший диаметр будет СЕ и 
пусть он пересекает в точке РГР перпендикуляр /М,, 
проходящий через центр М№, а боковая сторона пусть 
будет РА. Как СЁ относится к СЦ, так СМ — к СР. 
Но СЁ составляет две трети -от СА, и квадрат СЁ — 
четхре девятых от квадрата СА, а квадрат СМ со- 
ставляет четверть квадрата СА, и, наконец, квадрат СС 
равен двум третям от квадрата СА. Следовательно, из 
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предыдущей пропорции между СГ, С, СМ и СР 
получим, что квадрат СР составляет > от квадрата СА, 
и тому же равен квадрат боковой стороны РА. Отни- 
мая этот квадрат АР от квадрата АС, получим для 
прямоугольника;. построенного на меньшем диаметре 
основания СЕи противоположном большем диаметре, 
служащем продолжением АХ, > ОТ квадрата СА. Так 
как этот прямоугольник на диаметрах и квадрат на 
СЕ имеют общее основание СЁ, то их высоты от- 
носятся, как площади, т. е. какок 3. Следовательно, 
тому же- равно при взятом сопряжении отношение 
диаметров усеченного конуса той же высоты, как наиз 
больший нилиндр. Следовательно, по теореме ХШ этой 
части объем наибольшего цилиндра ССА относится 
к избытку над ним равновысотного усеченного конуса 
СРА, как квадрат среднего арифметического диамет- 
ров — 4, т. е. 16, к двенадцатой части квадрата раз- 
ности диаметров.— 2, т. е. как 4 к 12. Значит, усе- 
ченный конус превосходит наибольший цилиндр на 
1| 3 часть объема последнего. Отыщем, далее, отношение 
наибольшего цилиндра ССА к сопряженному цилиндру 
СТА. Квадрат диаметра основания С/ равен половине 
квадрата СА, а квадрат СС двум третям квадрата СА; 
потому отношение оснований С/ и СЦ равно 1 . В свою 
очередь квадрат высоты /А равен половине, а`квад- 
рат высоты СА — одной -трети квадрата СА; следова- 


тельно, отношение квадратов /Д и СА равно 5. ИЛИ 


9 
5, а отношение самих линий ГА и СА равняется 
корню квадратному отсюда, т. е. равно отношению 
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30000 к 24495, или отношению 24495 к 20000. 
Отношение же объемов равно произведению отно- 
шений оснований и высот. Потому, перемножив най- 
денные отношения, найдем, что цилиндр СГА: относится 
к цилиндру ССА, как 9000 к 9798. Выше, в тео- 
реме Ш, мы видели, что отношение объемов столбов 
при таком сопряжении было то же, как 2828 к 3080. 
Если примем объем цилиндра ССА за 48, то на 
объем цилиндра СГА придется 44. Следовательно, 
цилиндр С/А относится к сопряженному усеченному 
конусу СРА, как 44 к 49, и усеченный конус превос- 
ходит цилиндр немного больше чем на девятую часть. 
Но это и согласно с настоящей теорией и добавле- 
нием 3 к теореме [Х настоящей части. Именно там при 
отношении диаметров, как 2 к 3, т.е. 20 к 30, усе- 
ченный конус, возрастая, превосходил цилиндр не- 
сколько больше чем на одиннадцатую часть, и таким 
образом его объем увелачивался до тех пор, пока 
отношение диаметров не сделалось равным 3 к 5, т. е. 
18 к 30, и тогда избыток достиг с лишком девятой 
части, как это здесь и показано; при дальнейшем же 
изменении отношения, когда оно сделалось равным 
1к2, т.е. 15 к 30, усеченный конус снова начал 
убывать, и избыток достиг только девятой части. 
А если при одном сопряжении оказывается, что усе- 
ченный конус той же высоты, как наибольший цилиндр, 
всего более превосходит сопряженный ему пилиндр, 
то есть основание думать, что так будет и при 
всяком другом. 
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ТЕОРЕМА ХХП 


При сопряжениях, в которых квадрат диаметра 
основания цилиндра равен или больше ` удвоен- 
ного квадрата высоты, все усеченные конусы 
меньше наибольщего, т. е. сопряженного цилин- 
дра, иэто тем более, чем сильнее отступаем 
от отношения, равного двум. 


Пусть на фиг. 22 СОА изображает цилиндр то- 
го сопряжения, при котором квадрат СС равен удво- 
енному квадрату СА, а СНА — нилиндр сопряжения с 
меньшим отношением и с противопоставленным цилин- 
дром СВА. Следовательно, все цилиндры между Н 
и В, а потому и все усеченные конусы с теми же вы- 
сотами больше цилиндров, оканчивающихся в Н или В, 
а, начиная с точки В по направлению к А, усеченные 
конусы меньше, чем цилиндр Н или В. по теоремам 
ХУ и ХУ[. Чем точка Н ближе к (С, тем ближе к (а 
и точка В, и дуга НВ, в которую (упираются) боль- 
шие усеченные конусы, становится все меньше. Нако- 
нец, цилиндр СОА является сам себе противопостав- 
ленным, так как он как бы очирается и на точку Н 
и на точку В. И подобно тому, как все цилиндры 
после В меньше цилиндра, упирающегося в Н, а все 
усеченные конусы делаются меныше его несколько 
после точки В, то и все цилиндры после С и усечен- 
ные конусы с теми же высотами окажутся меныиз 
сопряж?иного им цилиндра ССА. 
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Усеченные конусы начинают делаться меньше не 
в самой точке В, а несколько после нее по той при- 
чине, что в точке В существует усеченный конус с 
той же высотой, как цилиндр, принадлежащий к 
сопряжению СНА. Но в самой точке @ нет усечен- 
ного конуса равной высоты с цилиндром сопряжения 
ССА, и уже первые соседние с цилиндром ССА усе- 
ченные конусы имеют высоту меньшую, чем СА, и 
по высоте теряют больше, чем выигрывают от при- 
ращения (площадей основания). 

Эти же сопоставления по аналогии делаются 
ясными еще и следующим образом. Все усеченные 
конусы этого сопряжения, начиная с цилиндра, явля- 
ющегося как бы главой сопряжения, имеют высоту 
меньшую, чем он. Так как сам цилиндр имеет наиболь- 
шую величину, то и все сопряженные ему усеченные 
конусы по теореме ХХГ будут убывать в том же 
порядке, в каком они ‘удаляются по высоте от этого 
цилиндра, а потому самым большим из них и будет 
цилиндр, так как один он среди них имеет высоту, 
равную (высоте наибольшего цилиндра), т. е. самой себе. 

Эти неопровержимые соображения основаны на 
аналогии; но так как геометры мало привычны к по- 
добным рассуждениям, то я попытаюсь дать хотя и 
более сложное, но чисто геометрическое доказатель- 
ство. Возьмем снова фиг. 24, на которой СГАУ 
изображает усеченный конус, сопряженный с цилин- 
дром ССА. Продолжим СТ до пересечения с кругом 
в точке Е и соединим Е и А. По теореме У цилиндр 
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СЕА будет меньше цилиндра ССА. Усеченный конус 
СТАУ имеет ту же высоту, (как цилиндр СЕА), по- 
тому что по построению БА и ТР равны. По теоре- 
ме ХШ избыток усеченного конуса над цилиндром 
СЕА выражается через треть квадрата АЮ. Надо 


Фаг. 24. 


доказать, что отношение СА к ЕА больше, чем от- 
ношение суммы квадрата СЕ с третью квадрата А№ 
или ЕТ к квадрату СО, так что цилиндр СЕА теряет 
вследствие уменьшения ЕА больше, чем выигрывает 
от приращения на треть квадрата ЕТ. 


Во-первых, квадрат ЮГ или АЕ меньше квад-- 
рата ГА на целый квадрат АЮ, а квадрат СЁ меньше 
суммы квадрата жё СЕ с третью квадрата АЛ на эту 
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‘самую треть квадрата АЮ. Следовательно, разность в пер- 
вом случае втрое больше, чем во втором, и, кроме того, 
уменьшаемое и вычитаемое во втором случае более, чем 
вдвое превосходит соответствующие члены в первом. 

Именно, так как квадрат СО вдвое больше квад- 
рата АЦ, то и квадрат СЁ больше квадрата СО, а 
квадрат АЕ меньше квадрата АС. Но если между 
двумя числами (например 25 и 26) имеется некоторая 
разность (во взятом примере 1), а между двумя дру- 
гими, из которых каждое или меныише половины взя- 
тых чисел, или по крайней мере большее из послед- 
них составляет половину болышего из первых, име- 
ется разность втрое большая (например 10 и 13), то 
отношение меньших чисел болышне, чем шестая степень 
отношения больших. 

Так, отношение чисел 10 и 13 или 20 и 26 
больше шестой степени отношения 25 и 26, и первое 
отнощение еще более увеличилось бы, если бы второе 
уменьшаемое (13) было меньше половины первого 
уменьшаемого (26), так как при равной разности от- 
ношение увеличивается с уменыпением его членов. 
Таким образом отношение квадрата АТ к квадрату 
ТЮ или ЕА больше шестой степени отношения сум- 
мы квадрата ЕС с третью квадрата АР к квадрату ЕС. 
Потому отношение отрезков ТА и ТА или ЕД больше 
третьей степени отношения квадрата СЁ, увеличенного 
на треть квадрата АЮ, к квадрату СЕ “9, 

Затем мы можем доказать, что отношение СЕ и 
СО меньше отношения отрезков СА и АГ. Квадрат 
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СС равен прямоугольнику на ВУ и УД, если ВА в 
точке О) разделено так, что А) составляет половину 
ВО, соответственно тому, что квадрат АС составляет 
половину квадрата СО, согласно теореме УП этой’ 
части. Но по теореме ХИ этой части СЁ есть сред- 
нее арифметическое между УВ и УА. Потому квад- 
рат СЁ равновелик прямоугольнику на ВУи УА, уве- 
личенному на квадрат на АЮ, половине АВ. Следо- 
вательно, если на ВУ или СТ построить прямоуголь- 
ник, равновеликий квадрату АЮ, то к УА прибавится 
ширина этого прямоугольника, которая пусть равна АН. 
Тогда квадрат СЁ равновелик прямоугольнику на ВУ и 
УН. Но квадрат СС был равновелик прямоугольнику 
на Ви УД, следовательно, МУ относится к УД, как 
квадрат ЕС к квадрату СО. Утверждается, что отно- 
шение НУ к УД меньше, чем отношение ДУк УВ. 

Отрезок. ВО вдвое больше ДА, и ВА вдвое 
больше АЮ; потому и АД вдвое больше ДЮ. Если 
бы АН было равно АО и НО равнялось РОВ, тои 
тогда отношение НУ к УД было бы меньше отношения 
к ОИ и УВ. Но АН меньше, чем АД, а потому и 
меныпе ОА. Именно, по теореме Х этой части квад- 
рат СГ или УВ больше удвоенного квадрата ВА, так 
как если бы этот квадрат СТ равнялся удвоенному 
квадрату ВА, то и высота и объем усеченного. кону- 
са были бы равны нулю. Потому квадрат УВ ‚больше 
увосьмеренного квадрата АЮ. Так как, далее, величи- 
ны УВ, АЮ, АН образуют непрерывную пропорцию, 
то отрезок УВ будет больше увосьмеренного отрез- 
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ка АН, и АЮ будет средним пропорциональным ме- 
жду АН, которое примем за единицу, и ВУ, которое 
будет 8. Тогда и АА, как корень из 8, будет выра- 
жено в частях АН. Но этот корень из 8 заключен 
между 2 и 3, если высота и объем усеченного кону- 
са равны нулю, а даже при очень малой высоте из 
8 быстро получается 9, корень из чего есть 8, а при 
больших высотах (АЮ) увеличится еще значительнее. 
Потому отрезок АН даже при своем наибольшем зна- 
чении заключен между половиной и третью АМ, а 
при увеличении высоты сопряженного конуса он ста- 
новится меньше некоторой части. АЮ, так что в конце 
концов при исчезновении АВ, т. е. когда усеченный 
конус обращается в цилиндр, АН становится беско- 
нечно малой частью от АР. 

Если бы АН совсем откинуть, то отношение АИ 
к УД было бы меныше, чем корень квадратный из 
отношения ДУ к ИВ, потому что АД есть половина 
от ОВ. Так как РУ относится к УВ, как квадрат 
СС к квадрату СТ или как квадрат СА к квадрату. 
АТ, то при откладывании АН отношение АУ к УР, а 
вместе с тем и отношение квадрата ЕС к квадрату Са 
оказывается меньше отношения отрезков СА к АТ (7. 

Так как для различных усеченных конусов ме- 
жду АЮ и АН получаются всевозможные отношения, 
то где-нибудь, именно при усеченных конусах, весь- 
ма близких по высоте к црлиндру, случится, что АН 
прибавляет к УА не так много, чтобы отношение 
НУ к \УА оказалось равным отношению СА к АГ. 


19 Стереометрия бочек, 
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Тогда высказанное предложение заведомо справедливо, 
потому что оба множителя, на которые разбивается 
отношение СА к АБ, т. е. отношения АГ к АЕ или 
ТЮ и ДА к АТ, по отдельности больше множителей, 
на которые разбито отношение суммы квадрата СЕ 
с третью квадрата АЮ к квадрату СС. 

Таким образом в усеченных конусах, близких к со- 
пряженному цилиндру, высота убывает быстрее, чем уве- 
личиваются основания цилиндра, равновеликого с усечен- 
ным конусом. Но это и нужно было, главным образом, 
доказать, потому что если усеченные конусы уже е са- 
мого начала оказываются меньше цилиндра, то далее их 
объемы постоянно убывают, пока не дойдут до нуля. 

Для слёдующих случаев доказательство можно 
представить в еще более ясной форме. При более 
низких усеченных конусах, во-первых, отношение НУ 
к УД становится равным отношению СА к АТ, а по- 
тому в рассматриваемых отношениях вторые множи- 
тели делаются равными,.но первые все же остаются 
неравными, и отношение избытка АТ над ТГЮ к ТЮ 
больше чем втрое превосходит отношение трети ква- 
драта `АЮ к квадрату СЁ, и притом без возмещения. 
Потому и все отношение высот опять-таки больше 
отношения оснований. 

Во-вторых, отношение НУ к УВ превосходит, 
наконец, отношение СА к АТ, что случается при 
усеченных конусах` с еще меньшей высотой, когда СЕ 
оказывается велико, а ТА (напротив) мало. Тогда 
квадрат АЛ все более и более приближается к квад- 
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рату ТЮ и, наконец, превосходит его, причем отно- 
шение ГА к ТАЮ достигает большой величины. Это 
отношение, бесспорно, с самого начала постоянно 
больше куба отношения суммы квадрата СЁ с третью 
квадрата АР к одному квадрату СЕ, так как треть 
квадрата АЮ увеличивает относительно немного квад- 
рат СЁ, ибо он сам возрастает. Так как первый мно- 
житель отношения высот, т. е. отношение АТ к ТЮ, 
быстро становится больше корня кубичного из отно- 
шения ОА к АТ, то всегда окажется, что этот мно- 
житель в отношении высот при своем возрастании не 
только возместит второй множитель, представляющий 
отношение площадей оснований, но даже и превзой- 
дет его. Именно, в первом случае отношение мень- 
ших и убывающих величин`увеличивает весь возраста- 
ющий квадрат АЮ, а во втором — отношение больших и 
возрастающих величин увеличивает только треть той же 
возрастающей величины. Таким образом корень кубич- 
ный из первого отношения дает больше, чем все второе. 

Предыдущее доказательсто относится к сопряже- 
нию, в котором квадрат СО вдвое больше квадрата 
СА. Если же кодрат СО превосходит квадрат СА 
больше чем вдвое, то доказанное остается в силе тем 
более. Именно, что касается аналогий, то равновысо- 
кие с такими усеченными конусами цилиндры СВА 
противопоставлены равновеликим, но более высоким 
цилиндрам СНА, а в теореме ХУШ было доказано, 
что, начиная с них, усеченные конусы становятся все 
меньше и меньше даже и тохда, когда они сопряжены 
19* 
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высокому цилиндру СНА, и тем более, когда они 
принадлежат тому же сопряжению, как эти противо- 
поставленные цилиндры СВА, и когда они здесь 
с самого начала ниже сопряженного цилиндра СВА. 

Что касается остальной части доказательства, 
то вследствие того, что на фиг. 24 сами цилиндры, 
главы сопряжений, предполагаются ниже цилиндра 
СЦА, отрезки С@ будут возрастать, но с убывающи- 
ми приращениями, а отрезки СА — убывать, но с 
возрастающими уменьшениями. Если СА и соответ- 
ственно ей и ГА убывает, то разность АВ диаметров, 
хотя бы последние и увеличивались, будет согласно 
теореме Х этой части возрастать, но с убывающими 
приращениями. Потому-уменьшение объема сопряжен- 
ного цилиндра при убывании ТАЮ будет значительно 
как вследствие большего основания С@, так и благо- 
даря тем большей разности между ТА и АЦ; присоеди- 
няемое же к объему сопряженного цилиндра увеличе- 
ние, зависящее от трети квадрата АА, и увеличение 
квадрата СЁ будут малы и не имеют большого зна- 
чения. Кто хочет, пусть приложит и к этому случаю 
все основные приемы предыдущего доказательства, и 
тогда справедливость рассматриваемого предложения 
станет не менее ясной, чем она наметилась выше в 
теореме [Х настоящей части при помощи вычисления. 


Добавление. Если предположить, что винные бочки 
состоят из двух правильных усеченных конусов, то в тех 
из них, которые коротки, пузо во. всяком случае будет 
уменьшать емкость; в австрийских бочках это действитель- 
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но большей частью и случается, все равно — имеют ли они 
пузо или более приближаются к цилиндрической форме, 
так как никогда не бывает, чтобы пузо оказалось столь 
велико, что глубина в отверстии достигает удвоенного диа- 


метра днища; в этом случае согласно добавлению к теореме 1Х 
потерялось бы больше четверти объема. Глубина в отвер- 


стии никогда не достигает и до полутора диаметра днища, в 
1 

каковом случае благодаря пузу потерялось бы около 300 объ- 

ема. Если же отношение достигает необычайно большого зна- 


4 В 
чения — 3 то потеря уменьшается до семидесятои части. 


9то и есть второе и еще более замечательное 
св йство австрийской бочки. Именно, подобно тому 
как по теореме У небольшое изменение формы, допу- 
щенное мастером по ошибке, не может оказать вре- 
да, потому что бочар по правилам и по привычке 
старался достигнуть формы с наибольшим объемом и 
при небольших отклонениях получает фигуры, стоящие 
близко к наиболее емкой, при которых по круговому 
закону (48° ошибки вначале незаметны, так и здесь в 
этих бочках широкое или узкое пузо почти ничего не 
‚ меняет в объеме, — обстоятельство, в высшей степени 
ценное для бондаря, так как пузу дать по желанию ту или 
другую ширину не так легко, как выбрать отношение 
длины клепок к диаметру днища, а потому и нечего 
заботиться о том, ‘какой ширины пузо выйдет, а если 
бы законом была предписана определенная ширина, то 
(мастер) оказался бы в затруднении. Вследствие этого. 
такой обременительный закон и не нужен, и этим мы 
обязаны особенно удобному отношению длины клепок 
к диаметру днища, употребляемому в Австрии. 
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ТЕОРЕМА ХХШ 


Задача, предлагаемая геометрам. Дано отношение диа- 
метров оснований усеченного конуса; найти 
сопряжение, в котором такой усеченный конус 
равновелик цилиндру наибольшего сопряжения. 


При сопряжении, к которому принадлежит наи- 
больший цилиндр, всякий усеченный конус, а стало 
быть, и тот, для которого дано отношение диаметров, 
согласно теореме ХХ! настоящей части, меньше наи- 
большего цилиндра. Потому искомое сопряжение рас- 
полагается по ту сторону от точки С, соответствую- 
щей сопряжению наибольшего цилиндра, по какую 
находится сопряжение усеченного конуса с заданным 
отношением диаметров и высотой, равной высоте наи- 
болышего цилиндра. Пусть, например (на фиг. 24), 
СЕРА ‘изображает усеченный квнус с той же высотой, 
как наибольший цилиндр ССА, а СГА — сопряженный 
этому конусу цилиндр; в сопряжении ССА находится 
усеченный конус СТА, и СР относится к противо- 
лоложному ему диаметру, идущему по АХ, как СГ 
к АИ; тогда усеченный конус СТА, принадлежащий 
сопряжению С, будет меныше наибольшего цилин- 
дра ССА. Потому искомое сопряжение располагается 
за точкой С в направлении к точке /, и высота иско- 
мого усеченного конуса будет больше, чем ДА. Диа- 
метр же основания цилиндра той же высоты, равный 
среднему арифметическому из диаметров обоих осно- 
ваний искомого усеченного конуса, будет меньше, 
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чем С@. Утверждается, что искомое сопряжение рас- 
полагается даже за точкой /, и высота искомого усе- 
ченного конуса будет больше АГ, что является уди- 
вительным. Именно, раз дано отношение диаметров 
усеченного конуса, то дано и их отношение к их 
среднему арифметическому. Как СЁ относится к СЦ, 
так же относится и меньший диаметр искомого усе- 
ченного конуса к диаметру основания _ цилиндра той 
же высоты. Но этот последний диаметр меньше, чем 
СО, и более удален от А, а потому и тот диаметр 
меныше, чем СР, и более удален от А, а, значит, от: 
ношение С^7Ак РА или СГ к ГА меньше отношения 
диаметра искомого усеченного конуса к его боковой 
стороне, 1. е. диаметра сопряженного цилиндра к его 
высоте. Потому высота в искомом сопряжении боль- 
ше, чем АД/, а диаметр меньше, чем /С. Мое дока- 
зательство доходит только до сказанного, остальное 
я предоставляю выполнить Адриану Римлянину или вооб- 
ще тому, кто занимается искусством Гебера (43). 

Так как всякий усеченный конус больше цилин- 
дра той же высоты, и именно в отношении одной 
двенадцатой квадрата разности диаметров оснований 
к квадрату диаметра основания цилиндра той же вы- 
соты, то квадрат СА надо разделить так, чтобы одна 
часть, увеличенная на отношение, даваемое разностью 
диаметров, и умноженная на сторону второй части, 
равнялась произведению квадрата СС на отрезок СА. 

Если обратиться за советом к Геберу, то в его 
коссе получим указание, что дело сводится к нахо- 
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ждению такой высоты, чтобы, построив за ней три 
средние пропорциональные в том же отношении, в 
каком она сама находится к СА, получить равенство 
некоторого кратного первой пропорциональной сум- 
ме данного числа и некоторого кратного третьей. Кос- 
ситы ищут геометрическое толкование подобного урав- 
нения, но, по`моему мнению, никогда его не найдут. 


ТЕОРЕМА ХУ 


Задача, предлагаемая геометрам. Дано сопряже- 
ние, при котором квадрат диаметра основания 
цилиндра мвньше удвоенного квадрата высоты; 
требуется найти те два отношения диаметров 
оснований усеченного конуса того же сопряже- 


ния, при которых он равновелик наибольшему 
цилиндру. 


Пусть дано сопряжение СГА, при котором квад- 
раг С/ меньше удвоенного квадрата ГА. Требуется 
найти диаметры оснований тех сопряженных усечен- 
ных конусов, которые равповелики наибольшему ци- 
линдру СОА. 

По теореме ХХГ этой части высота одного из 
усеченных конусов должна быть больше, а другого 
меньше высоты ‘СА наибольшего цилиндра. Следова- 
тельно, У первого’ усеченного конуса отношение диа- 
метров оснований будет меньше отношения диаметров 
оснований (усеченного конуса) той же высоты, как 
наибольший цилиндр, а у второго — больше; у каж- 
дого из обоих усеченных конусов будут свои равно- 
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высокие цилиндры, которые сами не будут противо- 
поставленными, но будут расположены весьма близко к 
ним, так как, если бы они были противопоставлен- 
ными, то по теореме ХУГ этой части они были 
бы равновелики. Так как принадлежащие этим ци- 
линдрам усеченные конусы имеют неравные отноше- 
ния диаметров оснований, и к тому же они в одном 
и том же сопряжении имеют разные высоты, то по 
теореме ХШ этой части в избытках усеченных кону- 
сов появились бы неравные двенадцатые части квад- 
ратов, а потому и сами усеченные конусы были бы 
неравновелики. Мы же ищем равновеликие (усеченные 
конусы)}, из которых каждый должен быть равновелик 
цилиндру ССА. 

Мое доказательство доходит только до сих пор; 
остальное пусть восполняют косситы. Если искомое СЕР 
известно, то по данному сопряжению известны и РА, 
и его квадрат, и прямоугольник, построенный на диа- 
метрах оснований. Разделив (площадь) этого прямо- 
угольника на меньший диаметр СР, получим диаметр 
большего основания, а отсюда узнаем разность диа- 
метров и четверть и двенадцатую ее квадрата. Вычтя 
эту четверть из квадрата АР, получим квадрат вы- 
соты, который при сравнении с квадратом СА даст 
первый множитель в отношении. объемов. 

Если известны диаметры обоих оснований, то по 
теореме ХП этой части определяется диаметр основа- 
ния цилиндра’, имеющего ту же высоту, как усеченный 
конус СЕРА. Квадрат этого диаметра в сумме с ранее 
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найденной двенадцатой частью при сравнении с квадра- 
том СС даст второй множитель в отношении объемов. 
Эти множители должны иметь обратные величины, 
чтобы при перемножении для отношения получилось 
значение, равное единице. 

Подымите, косситы, этот крест, поставленный для 
вашего остроумия, и следуйте за мной; если на меня 
не кинула враждебного взгляда Минерва, то вы най- 
дете, что первая, вторая и пятая из нескольких не- 
прерывно пропорциональных величин равняется сумме 
некоторого числа и умноженных на известные числа 
третьей и четвертой пропорциональных. Потому такое 
уравнение не геометрическое, но, как называет Рай- 
мер Урс, стохастическое, или, как говорит Юст Бюрги, 
механическое, а сама задача не принадлежит к тем, 
которые Папп по примеру древних геометров рас- 
сматривал как плоские, т. е. чисто геометрические, 
но к пространственным и условно геометрическим, так. 
как даются две средние геометрические пропорциональ- 
ные, что не допускает геометрического толкования. 
Кроме того, это уравнение имеет не единственное ре- 
шение, так как доказано, что существуют два усечен- 
ных конуса такого рода. 


ТЕОРЕМА ХХУ 


Если усеченные конусы различных сопряжений име- 
ют одно ш то же отношение диаметров осно- 
ваний и одну и ту же диагональ, то отно- 
шение их объемов равняется произведению трех 
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отношений, именно, отношения соответствую- 
щих цилиндров сопряжений иотношений каждого 
цилиндра и сопряженного с ним усеченного ко- 
нуса, причем первый цилиндр является последую- 
шим членом отношения, а второй -—- предыдущим. 


Пусть (фиг. 24) на одной и той же диагонали 
СА построены усеченный конус СЕРА при сопряжении 
СТА и усеченный конус СТА при сопряжении ССА. 
Далее, пусть СР относится к диаметру большего ос- 
‚ нования, лежащему на продолженном АХ, как СТкАУ. 
Утверждается, что отношение объема СРА к объему 
СТА равно произведению трех отношений: 1) СГА 
к СОА; 2) СЕА к СГА; 3) СДЩА к СТА. 

Доказательство легко сводится к весьма извест- 
ному предложению, а именно: если четыре величины 
расположены одна за другой, то отношение первой 
к четвертой равно произведению отношений соседних 
величин. Только при расположении наших величин в 
ряд надо наблюдать некоторую осторожность. Именно, 
так как нам приходится иметь дело с отношением 
усеченных конусов, то один из них должен быть по- 
ставлен на четвертое место, другой - на первое, а 
цилиндры — посредине и притом каждый рядом со 
своим сопряженным конусом. Отношение цилиндров 
СТА и СДА находится по добавлению к теореме Ш 
первой части, а обратное отношение С/А и СРА, 
т. е. отношение СРА к С/А, и прямое отношение 
ССА к СТА дается теоремой 1Х настоящей части. 
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Добавление 1 и расчет. Расположив в нужном по- 
рядке члены, из которых составляются три отношения, пе- 
ремножим три предыдущие, сначала два между собой, а их 
произведение на третий, и так же поступим с тремя 
последующими; тсгда из полученных (произведений) 
и составится искомо? отношение. 

Пусть СГА (принадлежит) сопряжению, в котором рав- 
ны диаметр оспования и высота, а ССА — сопряжению, в 


котором отно пение (этих) линий равно И2, а их квадра- 
тов равно 2. По добавлению к теореме Ш отношение С№ 
к ССА то же, как 2828 к 3080 или 101 к 110. По добаь. 
лению же 1-му к теореме [Х при отношении диаметров, рав- 
ном 1 к 2, усеченный конус относится к первому из ци- 
линдров СГА, как 60 к 54, т. е. как 10 к 9. По другому 
же добавлению при том же отношении диаметров, равном 
1 к 2, второй цилиндр СРА относится к усеченному конусу, 
как 15 к 11. 


Итак: 
Усеченный конус Цилиндры Усеченный конус 
10 14 11 
101 110 


Предыдущие члены: 10, 101, 15. Произведение 15 150. 
Усеченный конус СРА. 

Пследующие члены: 9, 11%, 11. Произведение 10 890. 
Усеченный конус СГА. 

После сокращения 505 относится к 363, как усечен- 
ный конус СРА к усеченному конусу СТА. 


Добавление 2. Для сопряжений, в одном из которых 
диаметр основания и высота цилиндра равны, а в другом 
квадрат диаметра вдвое больше квадрата высоты, т. е. диа- 
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метр относится к высоте, как и 2, отношение объемов для 
различных значений отношения диаметра оснований имеет 
следующую величину. 


Отношение 


Усеченный конус первого сопряжения 
диаметров 


1:2 превосходит второй конус больше чем на 4]3 


2:3 ” „ ” на #19 
5:4 равновелик второму 
4:5 меньше второго конуса на */ло 
5:6 » ” ” ‚ 1156 
6:7 » ” ” » 1]53 
7:3 ” ” ” „ [о 
8:9 ” » ” „118 
9:10 ‚ ” „ » 1147 


И далее недостаток становится все больше, пока, наконец, 


цилиндр, Начало всех конусов, не даст недостатка в 
одиннадцатую часть. 


Добавление 3. Если две бочки, при условии, что 
они образованы каждая двумя усеченными конусами, имеют 
одно и то же отношение диаметров оснований, то бочка 
австрийской формы, в которой диаметр днища относится к 
половине длины клепок, как 2 к 3, по большей части ока- 
жется вместительнее рейнской, у которой обе эти вели- 
чины равны. Очень редко, и, пожалуй, даже никогда, они 
окажутся равновеликими, ибо вряд ли когда отношение 
глубины в пузе к диаметру днища достигает значения З. 

До сих пор речь шла о фигуре австрийской 
бочки, теперь пойдет 
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О КУБИЧЕСКОЙ ЛИНЕЙКЕ И ЕЕ ТОЧНОСТИ 


ТЕОРЕМА ХХУ1 

Отношение емкости бочек, имеющих подобные ме- 
жду собой фигуры, равно кубу отношения рас- 
стояний от верхнего отверстия до наипнизшей 
точки любого из днищ. 
Пусть даны бочки 5ОКТ и ХОСЕ различной 

величины, но одной и той же формы, О и А— их 


“ 


<|---------н-------- 


Фиг. 2 


отверстия: ОК, $Т и (С, ХЕ — диаметры днищ, 
Т, Ки{, С— их наинизшие точки; ОК, ОГи АС, 
А7 — соответственно равные друг. другу - расстояния. 
Утверждается, что отношение емкости бочек равно 
кубу отношения длин ОК и АС. Проведем через О 
и АД плоскости ОУ и АТ параллельно днищам, и 
пусть $И, ИО и ХУ, ИС представляют подобные 
усеченные конусы. То, что справедливо об отношении 
половин бочек, будет справедливо и для удвоенных 
объемов. Потому рассмотрим фигуры ОУКО, АСЯ — 
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усеченные конусы с боковыми сторонами ОО, УК и 
АС, УС, диаметрами меньших оснований ОК, аСи 
больших ОУ и АУ. В то же время эти ООКУ и 
АССУ представляют подобные между бобой фигуры 
осевых сечений этих тел с диагоналями ОК и АС. 
Так как объемы подобных фигур относятся друг 
к другу, как кубы сходственных сторон, то куб отно- 
шения боковой стороны АС к боковой стороне ОФ 
или диаметра СС к диаметру ОК будет равен отно- 
шению объема СУ к объему ОИ. Но в подобных 
плоских треугольных фигурах АЦ@С и ООК отноше- 
ние сходственных сторон ЯСк ОК или АС к 0909 
равно отношению диагонали АС к сходственной диа- 
гонали ОК. Потому куб отношения длины АС к 
длине ОК равен отношению объема ЧТ к объему 
ОУ, а также и всей бочки (7 ко всей бочке ОГ. 


Добавление 1 и устэойство линейки. Отсюда ясно, 
что если измерительную линейку разделить на равные 
части так, чтобы первая и самая нижняя из них равнялась 
длине ОК боченка, вмещающего одну амфору, то на конце 
каждой из равных частей надо поставить число, равное 
кубу номера этой части, т. е. на конце первой части — 1, 
на конце второй —8, третьей — 27, четвертой — 64, пя- 
лой — 125 и так далее, остальные же числа, приходящиеся. 
между этими кубами, надо расставить между точками деле- 
ния так, что вторая часть разделится на 7 новых частиц, 
пе равных, но соответствующих (своими концами кубнч- 
ным корням из чисел) 2, 3, 4, 5, 6, 7, заключающихся 
между 1 и 8, которые и ставятся на новых точках деления, 
и Так же поступаем Сс прочими частями. Тогда линейка, 
вставленная в бочку так, что нижний конец ее упирается 
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в точку С или 2, числом, которое придется около внут- 
ренней поверхности клепки у. отверстия 4, и покажет, 
сколько амфор вмещает эта бочка, потому что это число и 
дает отношение объема измеряемой бочки (7 к боченку @Т, 
вмешающему ‚одну амфору. 


Добавление 2. Так же обстоит дело, если в тре- 
угольнике АСС вместо стороны АС измерить сумму сторон 
АС и СС при помощи кожаного ободка с надписанными 
по прежнему закону числами амфор, укрепив начало этого 
оболка в точке С и протянув его через точку С до отвер- 
стия А. Тогда число амфор узкается по числу, пришелд- 
шемуся около точки 4. При этом предполагается, что вы- 
ступающая около С длина и толщина деревянных обручей, 
перевитых прутьями, а также и толщина клепок и днища, 


которую захватывают при натягивании ободка, пропорцио- 
нальны размерам бочек. 


ТЕОРЕМА ХХУП 


Если даже две половины австрийской бочки будут 
не вполне одинаковы, но одно из днищ будет 
несколько меньше и уже другого, разница в 
емкости половин будет очень незначительна, 


лишь бы при измерений линейкой получилась 
одинаковая длина. 


Именно, в добавлении к теореме \ второй части 
было сказано, что австрийская бочка подходит к са- 
мой емкой фигуре, удаляясь от которой в обе сто- 
роны, т. е. беря бочки как длиннее, так и короче 
австрийской, будем получать менее емкие, чем она. 
Но в том месте, где происходит как бы по круговому 
закону переход сначала от меньших значений к наи 
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большему, а затем снова к меньшим, на некотором 
промежутке изменение становится незаметным. А что 
справедливо для целых бочек, имеющих одну и ту 
же диагональ, то будет справедливо и для каждого 
из двух усеченных конусов одной и той же бочки, 
как, например, ДУХ и АТО, так что если даже один 
из кругов — @С— будет меньше другого — Аб — и 
лишь бы АС равнялось АЙ, емкости обеих половин 
будут различаться совершенно нечувствительно. 


ТЕОРЕМА ХХУШ 


Если же длины линейки для каждого из усеченных 
конусов бочки окажутся н’равными, что обык- 
нов?нно и случается, то 6-3 ошибки емкость 
будет указана средним арчфметацеским между 
числа ии, отмеченны ии той и другой половиной“. 


Именно, менышая длина дает надписанным над ней 
числом удвоенную емкость соответствующей половины 
бочки, а большая — удвоенную емкость второй поло- 
вины. Следовательно, сумма этих чисел показывает 
удвоенную емкость всей бочки, а значит, среднее 
арифметическое между числами обеих длин, соответ 
ствующее среднему пропорциональному между лини- 
ями, укажет объем всей бочки. | 


ТЕОРЕМА ХХ/Х 


Кривизна клепок, т. е. выпячивание их между 
средним отверстием и обоими днищами в ав- 
стрийской бочке, не изменяет показания 


20 Стереометрия бочек. 
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линейки; в удлиненных бочках емкость (при 


прочих равных условиях) больше показываемой 
‚линейкой, в укороченных — меньше. 


Именно, хотя по теореме ХХХ первой части 
бочка в форме лимона, сливы, оливки, усеченных 
параболического или .гиперболического веретен по 
емкости и превосходит в том же порядке, в каком 
они перечислены, бючку цилиндрическую или имею- 
щую фигуру двойного усеченного конуса, но этот 
избыток и сам по себе, как видно из теоремы ХХИ 
первой части, очень незначительный, уже включен в 
показаниях линейки. Во-первых, и бочка, вмести- 
мость которой по указанию линейки считается равной 
одной амфоре, подобно остальным, обладает кривиз- 
ной, а потому линейка годится для всех бочек по- 
добной же ‘кривизны, которая хотя не у всех австрий- 
ских бочек одинакова, но все же у каждой имеется, 
а потому происходящая отсюда ошибка невзлика. Но 
если бочка будет длиннее ‘австрийской, то’ изгиб ее 
клепок от отверстия до днища происходит на большем 
протяжении, а потому, даже при одинаковом искривле- 
нии, в этом изгибе будет больший объем; подобным 
же эбразом, если бочка будет короче австрийской, то и 
изгиб ее будет короче. Но линейка учитывает только 
изгиб небольшого протяжения, какой имеется вавстрий- 
ской бочке, а потому (при равных прочих условиях) 
в длинных бочках линейка недодает избытка объема 
от изгиба, а в коротких — показывает слишком много. 


ТРЕТЬЯ ЧАСТЬ 


УПОТРЕБЛЕНИЕ ВСЕЙ КНИГИ О БОЧКАХ 


равнение бочек, исследуемых при помощи 
поперечной линейки. Если бочка австрий- 
ского размера, то линейке следует доверять, 
не обращая внимания на пузатость и на 
выпячивание между днищами, т. е. на изгиб между 
наливным отверстием и дном; и такую бочку надо 
предпочитать всем прочим, за исключением тех 
рейнских, в которых глубина в отверстии превос- 
ходит 4], диаметра днища, если последнее имеется. 
Из остальных надо выбирать продолговатые с значи- 
тельной пузатостью, какими бывают некоторые из рейн- 
ских же; вытянутость их объема возмещается величи- 
ной среднего обруча и длиной выпяченной части кле- 
пок. Невысоко следует ценить длинные непузатые 
цилиндрические бочки; ниже их надо ставить корот- 
кие, мало или вовсе не отличающиеся от цилиндра, 
какие иногда приходят из Венгрии. И всеми способами 
надо избегать коротких пузатых, ибо они обладают 
тремя признаками тесноты: первый — по теореме У — 
20* 
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величина отношения диаметра днищ к полудлине клепок; 
второй — по теореме ХХН — величина пуза; третий —по 
теореме ХХХ — короткость выпячэнных частей. 

П. Разбор способа измерения поперечной куби- 
ческой линейкой. Из всех предыдущих рассмотрений 
получается, что среди способов измерения бочек нет 
ни одного более удобного и осмотрительного, чем 
применение поперечной линейки с кубическими деле- 
ниями для австрийских бочек. Именно, этот способ 
заключает в себе все предосторожности измерения. 
Во-первых, линейка, просунутая внутрь, исключает 
толщину клепок, обручей, скрепляющих их прутьев, 
которыми связаны сами обручи, а также и выступы 
краев, между которыми зажаты днища или деревянные 
круги. Все это за раз не может дать. никакой другой 
способ измерения, не требующий промеров около от- 
верстия А, где открывается внутренняя поверхность 
клепок: Потому некоторые измерители помнят и упо- 
требляют для оценки этой скрытой толщины клепок 
И днищ несколько правил, но Слагодаря неточности 
их для различных образцов пропадает вся тщатель- 
ность остального измерения. Во-вторых, этот способ 
предостерегает от неравенства оснований или днищ, 
и все это — без скучных многочисленных и повтор- 
ных измерений, за раз, как сказано в теореме ХХУ! 
этой части. 

Измеряющие же по другому способу терпят то 
неудобство, что им приходится сравнивать друг с дру- 
гом днища бочек и их средние пропорциональные и, 
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наконец, отыскивать конический объем, промежуточный 
между емкостями, соединяя употребление планиметриче- 
ской линейки с утомительнейшими вычислениями, как, 
например в совсем недавней книге Иоанна Гартмана Байе- 
ра, франкфуртского медика, о стереометрии пустых объе- 
мов. В-третьих, даже несходство в формах бочек (по- 
скольку оно проявляется даже в австрийских, если бо- 
чары грубо пользуются своим правилом или чинят 
старые бочки, обрезая концы) не сильно уменьшает 
надежность этого измерения, как было сказано в до- 
бавлении | к теореме У и ХХИ этой части. В-четвер- 
тых, здесь не только не пренебрегается, но даже кла- 
дется в основу всего способа пузатость бочки, т. е. 
ее наибольший обхват АТ, так как измерение произ- 
водится от его наивысшей точки А до наинизшей 
точки С на дне. Это обстоятельство основано на тео- 
реме ХХИ этой части. В-пятых, по теореме ХХХ злесь 
нисколько не вредит и выпячивание усеченного коноида. 
Именно, искривление всех клепок почти одно и то же 
и вообще незначительно, согласно соображениям, ле- 
жащим в основе всего устройства и требующим и не 
просто прямизны, как в конусе, и не особенно большой 
пузатости, но все же скорее первой, чем последней. 
А об этой-то пузатости большинство измерителей очень 
и беспокоилось, так что Клавий, как было сказано 
выше, прибегал к эллипсам “и коноидам. И, однако, никто 
из них до сих пор не исследовал при помощи расчетов 
подходящих для этого фигур бочек, которые я здесь 
впервые и предложил для изучения с весьма трудными 
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доказательствами и после кропотливейших вычислений 
пояснил числами. Но что касается нашей австрийской 
бочки, то все эти ухищрения более остроумны, чем 
необходимы, разве только для того, чтобы из сравне- 
ния вычислений с употреблением австрийской линейки 
еще более выявилось удобство последнего способа 
измерения и чтобы прочие тщательные вычирлители 
призадумались о том, сколь напрасно ломают себе го- 
зову над труднейшими расчетами, отцеживая комара — 
мельчайшие дроби — и проглатывая целого верблюда 
ошибок, счастливые только тем, опять-таки им не из- 
вестным обстоятельством, что почти никакого значения 
не имеют ни большинство подобных точностей, ни 
ошибки в них. Потому для безопасности частных лиц 
и избежания обманов в высшей степени важно. чтобы 
власти тщательно следили за исполнением правила 
устройства бочки, по которому диаметр днища должен 
составлять третью часть длины клепок, и нарушение 
его наказываловь бы запрещением сосудов, не имеющих 
требуемой формы, или же во всяком случае при изме- 
рении таких неправнльных бочек открыто признавалась 
бы неправильность показаний измерительной линейки. 

Ш. О том, что употребление поперечной ли- 
нейки с надписями кубических делений всего более 
свойственно Австрии. Отсюда также ясно, почему 
употребление поперечной линейки гораздо более рас- 
пространено в Австрии, чем у других народов, именно 
потому, что здесь принята такая форма бочки, при- 
способляясь к которой бочары весьма мало вредят 
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емкости из-за неловкости рук. У других же народов 
употребляются и иные формы бочек, при которых 
изменение размеров дна и длины клепок тотчас же 
наносит ощутительный вред. И хотя согласно теоре- 
ме ХХУГ этой части употребление поперечной линейки 
одинаково во всех подобных между собой бочках, но 
никакой закон, никакое постановление не заставит ре- 
месленников всегда точно соблюдать одно и то же 
отношение клепок и еще того менее глубины посре- 
дине бочки к диаметрам ее дна, ибо при этом главную 
роль играют случайные обстоятельства и меньшую — на- 
мерение строителя. И так как неловкости рук не при- 
ходит, как в Австрии, на помощь свойство установлен- 
ной формы, по которому и не совсем похожие друг 
на друга фигуры равноценны подобным, то у по- 
стоянно встречающихся бочек неподобных форм и 
емкость различная, а значит, и столь широк:`е употреб- 
ление кубической поперечной линейки у др.тих на 
родов не может нё сопровождаться риском огиибки. 

ГУ. Соображение для измерения любой бочмьи с 
круглыми днищами без линейки с кубическими дел.- 
ниями. Но так как в этой книге предложены общие 
соображения, то надо распространить правила расчета 
и на все прочие. фигуры бочек как для того, чтобы 
и другие народы попользовались некоторыми глодами 
этой стереометрии, так и для того, чтобы наши ав- 
стрийцы узнали больше о чужих бочках (которые при- 
возятся в Австрию вверх и вниз по Дунаю либо пол- 
ные заграничного вина, либо при вывозе австрийского) 


312 СТЕРЕОМЕТРИЯ БОЧЕК 


и, употребляя линейку, не нанесли другим и не потер- 
пели б сами ущерба. Ведь даже и изображение спра- 
ведливости рисуется с весами как симвслом всех точных 
мер, и забота о точности измерения относится к со- 
блюдению этой добродетели воздающей каждому свое. 
А так как она хранит и украшает государства и сама 
прекраснее всякого солнца, то пусть же от ее друже- 
ственного и. ясного взора рассеются и отойдут как 
можно дальше все облачка ошибок. Итак, ‹пусть изго- 
товлена линейка, разделенная на равные возможно 
мелкие части. Погрузив ее в отверстие бочки, во-пер- 
вых, надо измерить глубину ее пуза посредине, а 
затем поперечные длины от наливного отверстия до 
наинизших точек на обоих днищах. В-третьих, вынутую 
линейку надо установить вне бочки на крайних точках 
днищ, если можно, вставляя конец внутрь обруча, и 
измерить по отдельности вертикальный диаметр каждого 
днища, считая, что все прочие поперечники его будут 
равны тому же самому благодаря способу устройства 
бочки, так как здесь не идет речь о флягах. Если же, 
однако, окажется заметное различие среди диаметров 
одного и того же дна, происходящее либо от ошибки 
ремесленника, либо от природы дерева, по которой 
длина всех волокон получается одинаковая, но ширина 
ствола подвержена влияниям ветра, то надо измерить 
и поперэчные диаметры дниш. А так как иногда слу- 
чается, что и сама фигура среднего обода не устраи- 
вается по точному кругу, то аккуратный измеритель 
(-оторый намерен для удовлэтворения любознательности 
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использовать все инструменты и все возможные спо- 
собы) должен попытать другой путь для изучения 
Площади, по которой рассекается посредине бочка. 
Возможен следующий: окружим бочку посредине 
пуза поясом из кожи или другого гибкого, но нерас- 
тяжимого' подобно нити материала и измерим, сколько 
частей линейки будет содержать такой ободок. Пред- 
полагая, что бочка посредине с внешней стороны 
точно круговая, по числу этих частей согласно теореме 1 
легко узнать, каков диаметр этого ‘круга, например, 
если в обхвате окажется 62881/, части, то диаметр 
должен иметь 2000 частей. Внутренний же диаметр, 
т. е. глубина пуза, уже определен. Вычтем теперь из 
вычисл?нного диаметра толщину клэпки, которую 
можно измерить в отверстии, и еще столько же отни- 
мем для клепки внизу; если тогда окажется, что вы- 
численный таким путем при помощи измерения обода 
и уменьшения на толщину клепок внутренний диаметр 
равен диаметру глубины, то пузо бочки может счи- 
таться точно круговым, потому что нет оснований, 
по каким наклонные диаметры окажутся скорее не- 
равными между собой, чем вертикальный и горизон- 
тальный (хотя вообще это и может случиться). Полной 
же точности в этом вопросе (если измеряемое вещество 
дороже золота равного веса) можно достигнуть с по- 
мощью параллельных брусьев, наглухо скрепленных 
друг с другом на расстоянии, требуемом бочкой, ко- 
торые и позволят проверить кругом все диаметры, 
укрепляя бочку на двух балках. Если же вертикаль- 
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ный и горизонтальный диаметры или какой-нибудь 
другой окажутся неравными, то фигура будет эллипс. 
Поэтому согласно примечанию к теореме Г первой 
части вычисленный диаметр будет средним арифмети- 
ческим между вертикальным и горизонтальным, и, сле- 
довательно, на сколько вычисленный и уменьшенный 
диаметр длиннее глубины, на столько же последняя в 
свого очередь длиннее поперечного диаметра. Узнав 
диаметр или диаметры каждого круга или эллипса, 
площадь как днища, так и воображаемого сечения че- 
рез середину бочки, согласно теореме П и примечанию 3 
первой части, найдем следующим образом. Умножим 
вертикальный и горизонтальный диаметры, все равно 
равные илн неравные, друг на друга, и тогда произ- 
ведение будет относиться к числу маленьких квадра- 
тиков со стороной, равной величине одного деления 
линейки, содержащихся в площади днища, почти как 
14 к11; точнее (это 'ропущено в названной теореме 
и здесь добавляется), как число, изображаемое через 
4 с шестнадцатью, нулями, к половине числа, выража- 
ющего . по теореме |. длину окружност”. Мимоходом 
выскажу одно ‘обстоятельство, до сих пор никем не 
доказанное, и че знаю, подмеченное ли кем-нибудь, 
именно, что во всех фигурах, описанных около круга, 
и в самом круге как фигуре с бесконечным . числом 
углов периметр при диаметре, равном 2, выражается 
числом, вдвое большим числа, выражающего площадь 
фигуры. Затем необходимо знание длины бочки, кото- 
рую не так-то легко измерить снаружи или изнутри 
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линейкой, так как клепки искривлены и выдаются за 
обручи и днища, толщина которых тоже неизвестна. 
Потому истинную длину узнаем следующим образом. 
Надо возвести в квадрат поперечную длину и из этого 
квадрата вычесть произведение диаметра днища на диа- 
метр пуза (если не все диаметры равны между собой, 
то возьмем среднее арифметическое); разность запо- 
мним; затем вычтем диаметр днища из диаметра пуза, 
остаток возведем в квадрат и четвертую часть этого 
квадрата вычтем из заполненной ранее разности; ква- 
дратный корень из полученного числа и даст длину 
той половины бочки, чье днище было взято; техни- 
чески эта длина называется высотой усеченного ко- 
нуса. Если бочка правильная, то удвоенная величина 
п будет длиной всей бочки; но лучше поступить 
осторожнее, повторив тот же прием с другой попе- 
речной длиной и другим днищем, откуда и получится 
длина ьторой половины, т. е. высота второго усе. 
ченного конуса. 


ПРИМЕР. Пусть на фиг. 25 оказалось, что попереч- 
ная длина 47 содержит немног. более 241. равных частей 
линейки, Так что квадрат ее 6021.5, и пусть диаметры АУ 
и ХЙ оказались соответственно равными 22 и 19 частям. 
Перемножая их, получим 418, вычгя это из 6021], найдем 
в остатке 1841/о. Разность диаметров равна 3, квадрат ее 9, 
его четверть 2#|4; вычтя ее из 18415, получим 182], корень 
из чего — 13! — и будет внутренняя длина половины бочки, 
так что вся длина СХ равна 27. Квадраты диаметров 22 
и 19, т. е. 484 и 361, относятся к площадям кругов АУ и ХА, 
как 40 000 к 31 #16, откуда эти площади будут 380 и 28313 
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После того как найдены площади кругов и длины 
обеих половин, могут представиться три возможности: 
или обе половины бочки принимаются за усеченные 
конусы или за усеченные лимоны, или за промежуточ- 
няе фигуры, т. е. за усеченные сливы, оливки, пара- 
болические или гиперболические веретена; другими 
словами, за форму клепок от наливного отверстия до 
. края принимается ити просто прямая, или точный 
круг, или составленная из того ‘и другого фигура. 
При пер2ом предположении в результате получится 
всегда несколько меньше истинного значения, при 
втором вообще или больше или точно; при третьем 
получилось бы всегда точно, если бы здесь можно 
было поступать так же просто, как при двух первых. 

1. При первом предположении каждый усеченный 
конус подразделяется на правильный цилиндр, как бы 
поставленный на днище, как на основание, и на окру- 
жающее его цилиндро-коническое кольцо, которое 
мы назвали поясом. Объем цилиндра по теореме Ш 
первой части вычисляется умножением высоты половины 
бочки на найденное выше основание — площадь днища; 
полученное произведение даст число кубиков © дли- 
ной, шириной и высотой, равными величине одного 
деления линейки, содержащихся в рассматриваемом 
цилиндре. Отношение же усеченного конуса, состав- 
ляющего половину бочки, к цилиндру на днище как 
на основании получается по добавлению к теореме 
ХУП первой часты. Именно, диаметр днища надо по- 
множить на самого себя и на диаметр или глубину 
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пуза; затем разность этих диаметров надо помножить 
на ее треть. Умножив число кубиков, содержащихся 
в рассмотренном цилиндре, на сумму двух последних 
произведений и разделив результаты на квадрат диа- 
метра днища, получим число кубиков в половине бочки. 
Таким же способом поступим и со второй половиной, 
если она не равна и не схожа с первой. Сколько же 
такого рода кубиков составляют единицу меры, можно 
узнать не иначе, как сделав из железной пластинки 
продолговатый, точно цилиндрический, равномерно за- 
кругленный сосудик с хорошо выравненным дном, 
влив затем в сухой такой сосудик единицу меры жид- 
кости и измерив нашей линейкой высоту, которую 
отметила на сосуде жидкость до погружения линейки; 
также следует измерить величину окружности вверху, 
которая должна быть равна окружности внизу; по этой 
окружности найдем площадь наззанного круга, а по 
последней и высоте — объем или число кубиков в 
единице меры. Если на это число разделим число 
кубиков в каком-нибудь объеме, то частное и даст 
число мер, заключающихся во взятом теле — бочке 
или чаше. Так поступаем при первом предположении, 
при котором, как сказано, получается меныше истин- 


ного значения. Пример находится после теоремы ХХИ 
первой части. 


Продолжим ранее начатый пример. Умножим 131] на 
288!|› — меньшее основание, т. е. днище ХА, — получим 
цилиндр 3827. Затем при данном отношении диаметров ци- 
линдр относится к усеченному конусу, как 361 к 421. Следо- 
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вательно, если на 361 приходится 3827, то на 421 сколько 
придется? Выходит 4298; столько кубиков в половине бочки; 
следовательно, в целой 8596. Если 30 таких кубиков запол- 
няют единицу меры, то, разделив 8596 на 30, получим, что вся 
бочка вмещает 285 мер. (В подлинном тексте вместо 3827,25 
ошибочно стоит 36851|; = 2881 |5-13.) 

2. Второй метод, по которому бочка рассматри- 
вается как усеченный с обеих сторон лимон и кото- 
рый часто дает верный результат, но столь же часто 
и болыший истинного, уже был со всей полнотой и 
тщательностью разобран в примерах к теореме ХХП 
и ХХУ первой части и повторять его нет нужды, 
разве только напомним, что там бочка называлась 
усеченным лимоном, пузо бочки — наибольшим кругом 
посредине объема лимона, а днища — усекающими 
кругами. Затем еще следует добавить, что если днища 
будут неравные, то придется оперировать дважды сна- 
чала с меньшим днищем, как будто бы и второе было 
такое же, затем с большим, считая и второе за такое 
же; полуразность результата последнего вычисления и 
первого. надо прибавить к первому или вычесть из 
последнего, и тогда получится (как и при правильной 
фигуре лимона) истинная величина объема. 

3. Если же и такая точность недостаточна, так 
как клепки не всегда изогнуты вполне по кругу, н 
если, как это свойственно искусным геометрам, надо 
рас‹уждать и вычислять не над чуждой и придуманной, 
а над действительной собственной фигурой каждой 
бочки, то прежде всего и надо исследовать, какова 
форма искривления клепок. Иногда ее можно узнать 
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простым рассматриванием, для распознавания же дру- 
гих потребуются инструменты и ловкость рук и, кроме 
того, большой и тщательнейший навык, а некоторые 
и даже болыпинство никакими приспособлениями не 
удастся отличить от точного круга, благодаря грубому 
прилаживанию клепок, препятствию обручей и прутьев, 
неровной толщине и сходству самих фигур между со- 
бой. Если в глаза и кидается различие кривизны кле- 
пок около середины пуза от их кривизны у краев, 
то бочка будет представлять собой гиперболическое 
усеченное веретено, и чем теснее эта кривизна будет 
сосредоточиваться около пуза, тем больше будет часть 
гиперболы и тем ближе вместимость бочки будет под- 
ходить к вместимости усеченного конуса. Дальнейшее 
можно определить с помощью следующего инструмента. 
Возьмем железную или бронзовую прямоугольную хо- 
рошо выглаженную линейку длины, равной длине боч- 
ки, не прогибающуюся от своего веса, на ней должны 
иметься тонкие и острые, как гвозди, железные стер- 
женьки, передвигаемые по длине линейки так, чтобы 
их можно было закрепить без покачивания в любом 
месте, но чтобы винтами их можно было вывертывать 
от линейки и ввертывать к ней; число их должно 
быть самое меньшее пять, а лучше, если семь: средний 
достаточно наглухо укрепить посредине линейки и 
взять его длину большей толщины любого обруча 
бочки. Этот неподвижный свтерженек устанавливается 
посредине бочки в ОДНОЙ из щелей, по которой. 
сходятся две клепки, а остальные передвижные уста- 
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навливаются попарно или по три по направлению к 
краям бочки на небольших и равных с обеих сторон 
расстояниях и винтами ввинчиваются так, чтобы все 
они коснулись той же щели, крайние — на равных рас- 
стояниях от среднего, прочие — в соседних точках, 
просовываясь между двумя днищами на предоставлен- 
ном им промежутке. Отмеченные таким способом кон- 
цами стерженьков пять или семь точек фигуры вместе 
с линейкой переносятся на поверхность хорошо вырав- 
ненной доски, так что на фиг. 16 Ри С пусть 
‚представляют крайние точки, С -— среднюю, Ои $— 
промежуточные, и соответственно этому с другой сто- 
ронм. Чтобы не оставалось никакой погрешности, 
надо еще измерить толщину клепок как в наливном 
отверстии, так и на краях, и на равном ей расстоянии 
по направлению внутрь, как бы к центру кривизны, 
отметить новые точки, а старые отбросить, так что по- 
лучим на плоскости внутреннюю кривизну бочки, от- 
меченную пятью или семью точками. Затем соединим 
точки Ри С прямой ЕО, построим. равные отрезки 
СО и СЁ, опустим из С на РО перпендикуляр СО, 
который несколько продолжим наружу; через две 
‘крайние точки Р, $5 и соответствующие им с другой 
стороны проведем прямые и продолжим их до пере- 
сечения с продолжением перпендикуляра СО. Если 
остальные точки не окажутся все между этими пря- 
мыми, либо хотя бы более крайние на этой самой ли- 
ции, или’ эти линии пересекутся где-нибудь не на 
продолжении перпендикуляра СО, то дело проиграно 
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и очевидно, что либо фигура бочки, либо инстру- 
мент, либо наши руки не подходят ко всем этим тон- 
костям. Вообще же этими линиями, хотя, строго говоря, 
они пересекают гиперболу каждая в двух точках, можно 
пользоваться вместо касательных, по крайней мере в 
тех бочках, какие мне приходилось видеть. Потому 
согласно теореме ХХУП первой части надо аккуратно 
измерить, каково будет отношение СО (полуразности 
диаметров пуза и днища) к СУ. 

Если прямая, делящая пополам угол ОСУ, прой- 
дет через точку С, -то фигура будет кругом и соб- 
ственно будет относиться ко второму случаю. Общее с 
остальными случаями здесь будет состоять в опреде- 
лении шарового сегмента РОС, а затем по теореме 
ХХУ первой части число, выражающее половину объ- 
ема меньшего лимона, будет относиться к величине 
объема шарового сегмента, как ОСи ОС, отнощение 
же объема этого лимона к п ясу вокруг цилиндра 
НЕСЕ указано в примере к теореме ХХИ. 

Если же ОС и СУ окажутся равными, то фигура 
будет параболой. Потому согласно примечанию 2-му к 
теореме ХШ объем параболического коноида находится 
при помощи конуса с той же „высотой. Именно, пло- 
щадь круга с диаметром РО, умноженная на треть 
высоты: ОС, дает величину объема конуса, а коноид 
равен трем вторым конуса; следовательно, объем ко- 
ноида получается от умножения площади АС на по. 
ловину ОС. Затем по коноиду находится малое вере-. 
тено согласно аналогии в теореме ХХУИ первой части, 
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именно, как СО относится к УО — удвоенному СО, — 
так найденный коноид к половине обтема этого ве- 
ретена. Найдя объем малого веретена, дальше посту- 
паем так же, как с усеченным лимоном. Именно, пояс 
вокруг цилиндра состойт из двух частей, одна из ко- 
торых — уже найденное малое верётено, а другая, и 
притом ббльшая, получается от умножения длины 
окружности днища на площадь плоской фийуры РОС, 
называемой параболой и находимой по примечанию 8 
к теореме П, именно, умножив половину, т. е. три ше- 
стых ОС на РО, получим площадьстреугольника РОС, 
четыре трети которого 'и равны пловади’ параболы, 
так что последняя ‘получается умножейивм РС на 
четыре шестых, т. е. две трети ОС. 

Если СО окажется больше, чем СУ, то фигура 
будет гиперболой и бочка будет ближе подходить к 
удвоенному конусу, и т тем более, чем больше СО 
сравнительно с СУ. Отношение тийерболического ко- 
ноида к объему половины внисанного веретен& будет 
несколько меньше отношения СО к ОТ но больше, 
чем СО к ОГ, если У будет нейтр фигуры. Только 
это в случае типерболы и приобретем из подобных 
тонких изысканий, а ‘что. касается дальнейщего, то так 
как не определен еще нужный четвертый член про- 
порции, Т. е. линия, заключенная по ллине между ОУ 
и: ОИ, я ещв6 до сих пор и не размышляя о квад- 
ратуре гиперболы, знание Чего, Кроме того, Нужно 
для вычисления пояса гиперболического верётена 
Помогайте Аполлонии! 
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Если, наоборот, СО окажется меньше СУ, но 
отношение ее к СУ больше отношения ОС к СУ 
(а кто это сумеет аккуратно различить?), то фигура 
вертикальный эллипс (с большой осью, перпендику- 
лярной к РО) и его сегменты относятся к сегментам 
(концентрического) круга (радиуса, равного большой 
полуоси) с той же хоэдой, как малая ось к большой, 
согласно тому, чем пользуется Архимед, для доказа- 
тельства примечания 3 к теореме П, и тому, что ска- 
зано мной в Комментариях о движении Марса и что 
следовало бы прибавить к названной теореме П. Но 
так как отрезок между ОС и ОТ, нужный для на- 
хождения отношения сегмента сжатого сфероида к 
эллиптической сливе, еще не определен, то и здесь, 
как и выше в случае гиперболы, я не могу ука- 
зать остроумным Аполлониям никакого выхода, кото- 
рый пусть они, подстрекаемые теоремой ХХУТ най- 
дут и откроют сами с помощью своего искусно- 
го таланта, для более же скромных умов здесь не 
сокрыто полезного и удобного сокровища. 

Наконец, если отношение СО к СУ окажется 
меныше отношения ОС к СУ, то фигура будет пере- 
вернутый эллипс (с большой осью, параллельной РО), 
и отношение сегмента сфероида к оливке будет боль- 
ше, чем СО к ОС, но нужная линия опять-таки 
неизвестна. Но эти обстоятельства должны считаться 
тем меньше затруднениями, чем меньше правдоподобно, 
чтобы форма бочки походила скорее на сфероид, 
чем на гиперболическую или круговую фигуру. 
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У. Какими соображениями можно искусно най- 
ти отношение пустой части к остатку жидкости 
при лежащей бочке и вертикальных диаметрах 
пуза и днищ. 

‚ Насколько я знаю, эта часть теории до сих пор 
составляет предмет пожеланий, хотя она полезна хозяе- 
вам для обнаруживания и избежания покраж, если толь- 
ко Вакх поместил свои дары подальше от царства Тети- 
ды и запретил ей доступ в свои владения, потому что эта 
богиня обыкновенно прикрывает проделки домачадца 
тем, что, доливаясь вместо похищенной им части, пор- 
тит и оставшуюся. Способ Куаньета и других, на- 
сколько он надежен, применяется в тесных границах, 
и нельзя придумать, как его распространить на .бочки 
всех видов без ошибок и нелепостей, в чем легко 
признаются и авторы. Все же начнем с него. Если 
бочка имеет форму цилиндра или отступает от него 
неощутительно, и плоская поверхность жидкости, ра- 
зумеется, рассекает днища и площадь пуза на два кру- 
говые сегмента, то по теореме ХУП первой части и 
сегменты всей цилиндрической бочки, пустой и пол-` 
ной, будут пропорциональны плоским сегментам осно- 
ваний. Но бочка состоит как бы из двух усеченных 
конусов, технической высотой которых считается рас- 
стояние от круга по пузу до днища, а каждый усеченный 
конус состоит из внутреннего цилиндра на меньшем 
основании конуса и накинутого на него -пояса (так я 
называю половину выступа пуза над поверхностью 
внутреннего цилиндра; выше, при рассмотрении фигуры 
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целой бочки, мы поясом называли, весь выступ пуза, 
состоящий из двух рассматриваемых сейчас поясков). 
Потому надо принять во внимание, что сначала пони- 
жается уровень в этом поясе, прежде чем начнет убы- 
вать содержимое внутреннего цилиндра, находящегося 
между днищами. Затем, когда начнет уменьшаться ци- 
линдр, то опорожненным останется только один пояс, и, 
наконец, когда весь цилиндр исчерпан, то в крае пояса 
еще остаются подонки. Как при такой неправильности 
ждать помощи от науки? И действительно, много тео- 
рем потребовалось бы для того, чтобы дать строгую 
георию опоражнивания бочки фигуры двойного усечен- 
ного конуса. Выше, в теореме ХУ! первой части, бы- 
ло сказано, что геометры еще не произвели исследо- 
вания объемов некоторых частей конуса, среди кото- 
рых находятся и части усеченных конусов или бочки, 
отсеченные поверхностью вытекающей жидкости, па- 
раллельной оси усеченных конусов и перпендикуляр- 
ной к общему их основанию, т. е. кругу пуза бочки. 
Поэтому стоит в настоящем месте кое-что высказать о 
таких частях конуса для того, чтобы побудить гео- 
метров, — считавших до сих пор не заслуживающим 
внимания заниматься этими вопросами, как не трэбуе- 
мыми практикой, о чем выше и было сказано, — про- 
снуться и приняться за определение нужных объемов, 
после того как ясно показано их практическое при- 
менение. Во-первых, я посмотрел, не будет ли отноше- 
ние части конуса, отсеченной плоскостью, параллель- 
ной оси и потому дающей в сечении гиперболу, ко 
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всему конусу равно произведению отношений соответ- 
ствующего сегмента основания ко всей площади ос- 
нования конуса и высоты сечения к высоте конуса 
Это предположение, конечно, правлоподобно, но тем 
не менее ложно, потому что таково будет отношение 
к данному конусу части более низкого наклонного 
конуса, рассеченного через вершину, и часть этого 
последнего конуса меньше рассматриваемой части дан- 
ного, опирающейся на то же основание, потому что 
часть наклонного конуса сходится к острию, а рассмат- 
риваемая поднимается вверх по гиперболическому ши- 
рокому закруглению, и, кроме того, первая ограни- 
чена поверхностью меньшего конуса и площадью тре- 
угольника, а вторая — поверхностью большего конуса 
и площадью гиперболы. Во-вторых, я посмотрел, не 
будет ли рассматривазмая часть конуса равновелика 
сходной части прямого цилиндрического сегмента, 
имеющей то же основание и ту же высоту, т. е. той 
цилиндрической части, про которую шла речь в. теоре- 
ме ХУП и отчасти ХХП первой части, и не будут 
ли обе эти части — цилиндрическая и коническая, опи- 
рающиеёся на один и тот же круговой сегмент и огра- 
ниченные плоскими сегментами, — одна эллиптиче- 
ским, другая— гиперболическим — составлять треть пря- 
мого цилиндрического сегмента с тем же основанием, 
отсеченного плоскостью, параллельной оси. Но и это 
не вполне соответствует действительности, хотя под- 
ходит к ней весьма близко. Именно, если бы это бы- 
ло вообще верно, то не было бы ложно и для полу- 
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цилиндра, который отсекается плоскостью,. проходя- 
щей через ось и вершину вписанного конуса, Но раз- 
делив этот полуцилиндр ‚на 38 части, найдем по 
‘теореме ГУ, что в полуконусе, отсеченном той же 
плоскоетью, таких частей будет 11, а сходная с ко- 
нусом часть полуцилиндра .по теореме ХУП этих же 
частей. содержит 14. Двойной же объемчик, ‚ограни- 
ченный изнутри конической поверхностью, а снаружи 
плоской и кусочками цилиндрической,. содержит та- 
‚ких частей 8. И хотя здесь полуконус в точности 
равен трети полуцилиндра, но в других случаях это- 
го уже не будет как раз. вследствие того,.что конус 
‚уже не будет рассекалься через вершину, и его отсечен- 
ная часть окажется больше. трети прямого цилиндриче- 
ского сегмента той же, высоты. Эти части (конуса и 
цилиндра), повидимому, стремятся; все ближе к равен- 
ству, а промежуточный между ними объемчик все 
уменьшается, по мере ‘того ‚как‹ убывает сама прямая 
часть цилиндра. В-третьих, повидимому, требуется 
отыскать площадь сегмента гиперболы, который опре- 
деляет часть конуса; найдя эту площадь, легко по- 
строить треугольник.с основанием, равным основанию 
‘сегмента гиперболы и ему равновеликий. И тогда от- 
ношение рассматриваемой части конуса к объему все- 
го конуса, повидимому,. будет ‚равно произведению 
отношений площадей оснований и высот этих равно- 
великих гиперболическим сегментам треугольников. 
Мы же, до. тех пор, пока эту добычу принесут со 
своей охоты Апрллонии, придерживаяеь хотя и недо- 
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казанных, но приближающихся к чстине правил, бу- 
дем умножать площадь круговых сегментов, служа- 
щих основанием рассматриваемым частям конуса, не 
на их высоты, так как при этом получили бы мень- 
ше истинного значения, а на более длинные линии, 
именно на величины высот, продолженных до встречи 
с дугой круга, проведенного через веряиины конусов 
и отверстие бочки. Таким образом на фиг. 16 надо 
провести круг через точки В, С и О так, что СГ бу- 
дет стрелкой и [В — синусом дуги, определяющей на- 
ши линии; этому кругу дадим особое имя — назовем его 
метатор. Ясно, что такая дуга не будет касаться 
бочки в точке С на днище, и потому техническая 
высота ОС конического сегмента СОС пэи продолже- 
нии до этой дуги увеличится и будет, например, ОХ. 
Следовательно, для нахождения объема рассматрива- 
емой части конуса надо умножить площадь сегмента 
среднего круга СА © высотой СО на треть линии ОЙ. 
Если возникает опасение, что ОХ слишком велико, 
то надо принять во внимание, что рассматриваемые 
нами здесь части не вполне конические, но несколько 
болыше их, принадлежащие лимону или веретену. 
Таким образом получается следующий прием. Прежде 
всего должна быть по предыдущим правилам определена 
глубина пуза СА и диаметр дниша СЁ вместе с их 
полуразностью СО, а с помощью поперечника СЁ и 
техническая высота усеченного конуса ОС. Высота ЁВ 
полного конуса относится к СЁ, как ОС к ОС. От- 
сюда находятся площади кругов СА и ОБ, которые 
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следует умножить на треть соответствующих высот 
ЕВ и КВ, и от объема конуса САВ надо отнять объем 
недостающего конуса СЕВ, чтобы получить объем 
усеченного конуса САЕС, выраженный в подходящих 
для настоящего расчета числах. Для нахождения ли- 
нии ОЙ нужен уже диаметр метатора; для этого квад- 
рат [В надо разделить на СЁ, и тогда частное даст 
недостающую (к СГ) часть этого диаметра, прибавив 
которую к СЁ и найдем нужный диаметр. Если за- 
дана высота СО опорожненной части, то по ней на 
основании прежних правил нужно определить пло- 
щадь сегмента пуза и линию, идущую из О перпен- 
дикулярно (к ОС) вдоль поверхности вытекающей жид- 
кости, до встречи с метатором. Именно, СО надо вы- 
честь из диаметра метатора, остаток умножить на вы- 
читаемое (СО), и тогда корень из произведения даст 
искомую линию, на третью часть которой следует умно- 
жить площадь сегмента пуза для получения объема 
части конуса. Если высота СО не превосходит полу- 
разность диаметров СА и ЦБ, то этим дело и окан- 
чивается; если же превосходит, то труд удваивается. 
Именно, тогда часть конуса заходит за усеченный ко- 
нус ССЁЕ в недостающий до полного конус СВЕ; 
следовательно, надо определить часть, находящуюея 
в этом недостающем конусе, и вычесть ее из най- 
денного объема. Для этого из расстояния от отвер- 
стия до поверхности жидкости надо вычесть полураз- 
ность диаметров пуза и днища, по остатку как по 
синусу-верзусу определить площадь сегмента днища, 
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выступающую из жидкости, и притом выразить ее 
в тех же. мерах, как сегмент круга пуза. Затем пло- 
щадь этого меньшего сегмента надо момножить на 
треть такой части.ОЙ, которая относится ко всей ОЙ, 
как избыток расстояния от отверстия до поверхности 
жидкости над полуразностью диаметров пуза и дни- 
ща к самому этому расстоянию; это произведение и 
даст объем, находящийся в недостающем конусе. Вы- 
чтя его изо всей отсечемной части полного конуса, 
найдем опорожненную часть усеченного конуса. На- 
конец, если известно число мер, , вмещаемых целой 
бочкой, то его надо умножить на величину, опорож- 
ненной части усеченного конуса, найденную одним 
или двумя вычислениями, произведение разделить на 
объем всего усеченного конуса, и тогда. частное даст 
число вытекших мер. Так как здесь и выше часто 
приходится определять сегмент круга па, синусу-вер 
зусу половины его дуги, что часто довольно затруд- 
нительно, то, чтобы отчасти облегчить эту трудность, 
я составил приложенную табличку. (стр. 331), которая 
дает для каждой сотой части синуса-верзуса или стрелы, 
отсчитываемой от вершины к центру, величину сегмента 
в таких единицах, при которых площадь всего ‘круга 
ожазывается равной 17710; это, число оказалось для 
меня самым удобным при пользовании легким и бы- 
стрым способом вычисления, а заменить его, каким- 
нибудь более круглым мне сейчас некогда. 
Употребление таблицы. Стрелу, или синус-верзус 
сегменга, или То, что его заменяет (т. е, в пузе хлу- 
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бину пустой части, в днище — высоту выступающей 
из жидкости 13 жидкости части), умноже, умноженную на 100, надо разде- 
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лить на радиус круга, сегмент которого ищется; дз- 
сятки частного надо отыскать вверху таблицы, еди- 
ницы — сбоку; искомая площадь найдется на пересе- 
чении (столбца и строки, содержащих эти десятки и 
единицы) и будет выражена в тех единицах, в каких 
площадь всего круга равняется 15 710. Если ‘последняя 
выражается другим числом, то соответственно придется 
‘перевести и число, выражающее площадь сегмента. 

ПрРимМЕР НА ЭТОТ СПОСОБ. Пусть глубина пуза 
бочки СА будет 22, диаметр днища СЁ — 19, так что полураз- 
ность СО — Ир, и ОС — 13]. Как СО — (| — относится 


к ОС — 131 т.е как Зк 27 или |1 к 9,так СЁЕ—11—к ЕВ--99; 
следовательно, АВ будет 851!5. Положим, что площадь. конуса 
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СА, как в таблице, содержит 15710 единиц. Следовательно» 
как квадрат СА 22 — 484 — относится к квадрату СЕ 19 — 
— 361, - так площадь круга СА-—15 710—к площади круга СА, 
которая будет содержать 11718 единиц. Умножив 15 710 на 
треть от 99, получим для объема СВА 518 430 единиц; Умно- 
жив 11 718 на треть от 85! /о, получим 333 968 для объема СВЕ, 
вычтя который из СВА, получим для усеченного конуса 
ССЕА 184467 единиц. Для нахождения диаметра мета- 
тора квадрат [В 99 — 9801 — разделим на СЕ ПШ— и 
к частному — 891 — прибавим СЁ — 11; получим, что диаметр 
метатора — 902. Пусть сначала глубина пустой части мень- 
ше СО, именно пусть она равна 1. Чтобы найти соответ- 
ствующий ей сегмент по таблице, будем’ поступать так: 
С.—11— содержит 100 единиц; сколько придется на 1? Выхо- 
дит 91/11, чему на таблице соответствует сегмент пуза, почти 
равный 256. Затем от диаметра метатора — 902 — вычитаем 
СО— 1; остаток — 901 — умножаем на 1; получаем 901, ко- 
рень откуда 30; треть его — 10 — умножаем на 256 и полу- 
чаем объем части (конуса) —2560. Так как высота пустой 
части меньше СО, то это и есть весь искомый объем. Число 
единиц меры в утекаей жидкости будет относиться к 2560, 
как число мер во всей бочке к 184 467. Заметим, что если 
бы мы оперировали просто с высотой отсеченной части, ко- 
торая равна 11, то получили бы немного меньше трети на- 
шего результата, что наверное недостаточно. Во-вторых, 
пусть высота пустой части более СО, именно, пусть равна 6. 
Как 11 относится к 100, так 6 к 546]... Следовательно, в 
нашей таблице сверху надо. взять 50, сбоку 4 с лишним, и 
тогда для величины сегмента получим 3468. Затем вычтем 
6 из 902, остаток — 896 — помножим на 6, из произведе- 
ния 5376 — найдем корень — почти 74; произведение трети 
его на площадь сегмента даст объем части конуса —85 351, 
выходящей за усеченный конус, потому что 5 превосходит 
СО. Потому из 6 надо вычесть СО —1|., останется — 44/5; 
по этому значению и Надо искать сегмент днища. Если его 


УпотрЕБЛЕНИЕ ВСЕЙ КНИГИ О БОЧКАХ 333. 


радиус — 91|. — содержит 10) частей, то 4]. будет солер- 
жать их почти 47|, и потому из таблицы получается, что 
сегмент содержит 2843 таких единиц которых в площади 
днища, меньшей площади пуза, содержится 15 710. Потому 
2843 надо умножить на 361 — квадрат 19 — и произведение 
газделить на 484 — квадрат 22,— получится 2120\]з. Так как 
за высоту всей части конуса, основание которой соответ- 
ствовало числу 6, принималось 74, то за высоту (недостаю- 
щей) части, основание которой соответствует 41|., надо взять 
551]; треть ее, помноженная на 2120/3, даст для объема вер- 
хушки конической части, выходящей за усеченный конус, 
39 229:|,. Вычитая его из объема всей части, получим вели- 
чину передней части усеченного конуса—46 1213|4. И опять 
число вычерпанных единиц меры относится к 46 1213|„, как чис- 
ло мер в полной бочке к 184 467. Если бы действовали прямо с 
высотной отсеченной части, т, е. вместо 74 взяли 54, то весь 
ее озъем был бы 62424, объем недостающей верхушки — 
-38 169 и объем опорожненной части усеченного конуса-— 
24255, что, наверное, меньше истинного значения. Потому 
мы примем за верноз значение найденную нами большую 
величину. (В подлинном тексте ошибки в вычислениях: 
вместо 46 1213], стоит 81 4293|..) 


Аполлонии, конечно, возразят, что даже и допу- 
ская такое вычисление объема конических сегмен- 
тов, все же не удовлетворим различию в фигуре 
бочек, потому что, вычисляя при помощи определен- 
ной формы метатора, мы и результат найдем годный 
только для одной фигуры. Я это, разумеется, знаю, 
а потому, чтобы удовлетворить и их, я отсылаю их 
к теореме ХХХ первой части; там Аполлонии, если 
поищут, то найдут, как восполнить недостающие 
этому приему научные доказательства. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ КНИГИ 


Мы ставили своей задачей открыть ошибки, 
допускаемые при измерении как целых бочек, так и 
опорожненной части, и показать в теоремах этой книги 
основания к опровержениям заблуждений. А так как 
сама истина, даже молча, способна противостоять 
шуму всех заблуждений, и наша книга, вначале едва 
состоявшая из десятка теорем, против ожидания раз- 
рослась, то оставим их ошибки тем, кому они нра- 
вятся, а сами будем пользоваться нашими удобствами 
и пожелаем, чтобы хватало в достаточном количестве 
чем повеселиться без вреда для души и тела. 


И, тысячу отмерив чаш, 
Счет спутаем весь наш. 
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ПРАМЕЧАНИЯ 


1. Никаких алгебраических формул Кеплер в настоя- 
щем сочинении не употребляет, и все соотношения между 
линиями и площадями описывает словами, хотя отступает 
иногда ет чисто геометрического способа выражения и го- 
ворит, например, не о прямсугсльнике, построенном 
на двух данных линиях, но просто об их произведении 
В современных обозначениях получим: 


АВЗ == АС? -- СВХ 


АВ? —4С В? 
АС? — ЗаВ? 
АВ? АС? — 4:3 


АВ: Аб =2: УЗ = 1:0,86603 =100 000:86 603, 


потому чтб десятичных 'дробей Кеплер тоже не употребляет, 
а полагает радиус круга АВ раввым 100500. Отсюда 
и для ВЕ получается величина ВЕ == 57 731. 


2. Это явное опериравание с бесконечно малыми эле- 
ментами и является характерной чертой настоящего геоме- 
трического сочинения Кеплер совершенно правильно: усма- 
тривает в подобного рода ‘рассуждениях основытого анализа, 
который приводил Архимеда к его открытиям, изложеннь м 
затем синтетически и часто доказываемым способом от прс- 
тивного. Но современники Кеплера и в том числе знаме- 
нитый Гульден, признавая остроумие кеплеровских способов, 
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отрицали их связь с архимедовскими н даже находили, что 
Кеплер благодаря разностороиности своих интересов недо- 
статочно глубоко проник в сущность доказательств Архимеда. 
3. Этого предложения у Архимеда нет, и здесь Кеплер 
доказывает его, опять рассматривая объемы цилиндра и 
параллелепипеды как суммы бесконечных множеств беско- 
нечно малых слагаемых — площадей кругов и квадратов. 


окр. ВС. АВ , 
2 

окр. ВС.ВО . 
2 


4. Площадь кр. ВС = 


Пов. кон. ВОС = 


Следовательно: 

площадь кр. ВС: пов. кон. ВОС = АВ: ВО = 1:2. 
5. Пов. сегм. НОК = 2 АБ. О/=<®ОЬ.О/==.БК®. 
6. Объем гиперболического коноида, образованного 


2 
—в=1 около оси Х, отсечен- 


ный перпендикулярно оси плоскостью, проходящей через 
точку с абсциссой а--№ т. е. имеющей высоту #, 


8 
вращеннем гиперболы 28 


ЗАЗ 
равен т (За -+- 1), аобъем конуса с теми же основанием и 


ара 
высотой равен те (2?а + 1), т.е. отвошение этих объемов 


За. 
2а-й 


7. Если обозначить радиус шара через Ю, радиус осно- 
вания сегмента через л, а его высоту через №, то объем 
сегмента будет: 


"— ее. __ 7 (В — (8. 


есть. 


Следовательно, высотя конуса, равновеликого сегменту и 
имеющего общее с ним основание, превыщает высоту 
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_ А _ Юр 
сегмента на величину ДО = я = бЮ—вв’ откуда 
РО:Ю = &:(2Ю —1№). 


8. Обозначив объемы всей сферы, сектора НАКД и ко- 
нуса Ы/КА поответственно через У, Ух. Уз, будем иметь: 


И=--*® АР? —= = АР.БЕ. БЕ, 


- 3 
у. = АБ.ЬГ. АБ —= = АБ-.БГ. Г, 
Уз =-- 1. АГ = з- КЗ. АГ 5 АГ. Ю$.0, 


откуда 
У: И»: У = АБ. АЁГАБ.БГ-= АГ. В5. 


9. Обозначив радиусы оснований усеченного конуса 
через А, г, высоту его через АЙ и объемы пояса меньшего и 
большего цилиндра соответственно через Т, с и С, получим: 


ТЕ (Ю-В — ки (Ка Ю"—2я) = 
ЕЕ; 
е—=кй; С —=<«йЮ?, 
Г:с:С = (Е 27) (ЮВ — ):3т:3Ю?. 


откуда 


10. Если обозначим радиус СТ через РЮ, высоту Т$ 
через й и примем на фиг. 13 прямую СТ за ось Х, то 
площадь сечения рассматриваемой части 5$ТЬ’ плоскостью, 
перпендикулярной оси Х, на расстоянии х от начала С будет: 


- хЙ . 
2 У — т. Следовательно, объем этой части будет: 


К 


Е И Е*— хх ах = т, 


22 Стереометрия бочек. 
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а так’ как объем всего цилиндра ТУ равен т/А?Й, 
то об. ГУ: об. БТ: = 22 : 2 = 66:14. 
3 73. 

11. Обозначая объем большего цилиндра через С, 
радиус его основания, через А, диаметр через 0, соответ- 
ственные величины для меньшего через с, ’, 4, объем всего 
цилиндрического кольца через Г, объем конического пояса 
около меньшего цилиндра через Г, а объем остальной части 
цилиндрического ‘кольца через. Е, будем иметь: 


В =Кй — Ка (+28) 


Г = = (^-{ 27) (® —!). (по примечанию 9), 


откуда 
ЕТ = {2 + 9: (27+ Ю) =(@20-+ а):(2а + Б)= 


= [4+302-—4] :[4+ Тр 4. 


Соотношения, указываемые Кеплером, в современных 
обозначениях сводятся к следующим преобразованиям: 
В=а-о—а, 
21=Ф- (р— а} - 24(р—4), 
302 — 341 -- 3 (р — а)? -- 64 (Б— а), 
328 — 3—3 (р-—- 4) + 6446 —а). 
Так как 
" —= ее и [=С-— с, 


то . 
308 _ 32—44 64 (0—4) 
СЕ 
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а так как 
308 _(2р-+2а)(р—а) _(Б-—а+3а(р—а) 
Сс _ Т = т! 
то 
3(р — а) 64а (р-—а) _ (ра -3а(р—а) 
Г — Т | 


Так как 
Е=Ё-Т, 
то 
(р— а? 3за(р —а) _. 2(р —а)? + За(р —а) 
р Е 
откуда 
.т_ 2—4 34а _ 
В = р-а мы 


— [@+3 _ о) [+3424]. 


12. Обозначим расстояние от оси вращения через А, 
и на плоскости врашающейся фигуры примем ее центр Р 
за начало координат, а прямую АЁР— за ось Х. По основ- 
ному предположению ординаты точек с абсциссамих и —х 
одинаковы. Следовательно, бесконечно малые объемы, они- 
санные при повороте на угол 4ф бесконечно тонкими поло- 
сами высоты у и ширины 4х, будут соответственно равны 


(ю—х)а фуах и (^-- м4 фуах. 


Сумма этих элементарных объемов будет: А4з2уах, и весь 
объем кольца 


а в 
2/72 | уах-жВ | у ах, 
0 —а 


а 
где 2а — диаметр вращающейся фигуры. Так как | уах 
—а 


22* 
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равен площади $ врашающейся фигуры, то для объема 
и получается формула Кеплера: 


У=—=жЮ.5. 


Гульден выражал сомнение в том, что рассуждения 
Кеплера непосредственно вытекают из методов Архимеда, 
и указывал на их тесную связь с его теоремой о центре 
тяжести, которая, впрочем, имеется уже у Паппа, хотя 
Гульден нигде об этом не упоминает. 


[3. В этом добавлении Кеплер, во-первых, хочет ска- 
зать, что в случае яблока вся трудность определения объема 
сведется к вычислению величины пояса, образованного вра- 
щением сегмента /КД, который в случае сферы играет роль 
всей вращающейся фигуры. Во-вторых, применимость этого 
способа ко все более тонким цилиндровидным объемам 
в следующей теореме Кеплер понимает в том ‘смысле, что 
бесконечно малый ‘объем, образованный вращением бес- 
конечно Узкого прямоугольника с плошадью у 4х, где хЫ— 
расстояние ординаты у от оси вращения, может считаться 
равным произведению длины окружности радиуса х-на пло- 
щадь вращающейся полоски, т. е. равным 2х уах.. 


14. Эта теорема является одной из самых остроумных 
во всем настоящем сочинении. Ее формулировка дает воз- 
можность выразить объем пояса, окружающего цилиндро- 
видную сердцевину яблока, через объемы более простых 
тел, но интерес, разумеется, представляет не сам этот ре- 
зультат, а те рассуждения, которые делает Кеплер и кото- 
рые являются в сущности преобразованиями одного инте- 
грала в другой. Первое утверждение Кеплера, что всякая 
бесконечно тонкая долька яблока, содержащаяся между 
двумя положениями вращающегося около ММ круга, равно- 
велика, после вытягивания окружности наибольшего круга 
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яблока в прямую, дольке цилиндра, заключенной между 
двумя бесконечно близкими эллипсами, пересекающимися 
по т.Й же прямой ММ, в современных обозначениях может 
быть показано следующим образом. Примем диаметр вра- 
шающегося круга АД за ось Х, обозначим АД через а и 
перпендикулярную к оси Х хо-ду через у. Тогда на осно- 
вании конца последнего примечания 13 для объема дольки, 
получающейся при повороте на угол 4%, будем иметь: 


аз. \у ах. (1) 
0 


Пусть плоскость меридиана этой дольки составляет 
с плоскостью первого меридиана, совпадающей с плоскостью 
основания цилиндра Е$ на фиг. 13, угол $. При вытягивании 
окружности наибольшего круга яблока в прямую этот мери- 
диан вытянется в эллипс, а длина 40) = а вытянется в длину 
зе. Плоскость этого эллипса пересекает сбразую- 
щую 05 на высоте, равной а$, а плоскость второго мери- 
диана, ограничивающего рассматриваемую дольку, после вы- 
тяги вания пересечет ту же образующую на высоте а ($ -{ 4$). 
Если на плоскости эллипса примем новое положение 
линии АР за ось Х', то объем элементарного параллелепи- 


х'а со$ф 


педа с основанием у’ 4х’ и высотой 2' = с 4ф, заклю- 


ченного между двумя бесконечно близкими эллипсами, 


х'а с0$ $ 
будет: ——^ @ф у4л', и, следовательно, весь объем клино- 


образн .го тела между этими эллипсами равен: 


а’ 

ра с0$$ , 

п о | Ах”. (2) 
`о 


23 Стереометрия бочек. 
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х 
Делая в этом интеграле подстановку Х" = 059 получим для 


его значения величину: 
у а 
| х ах 


' С0$ $605 ф 


а 
с 44 | эхах 
0 


0 
т. е. величину (1), что и доказывает утверждение Кеплера: 


15. Второе утверждение Кеплера сводится к тому, что 
объем яблока, рассматриваемый как сумма объемов беско- 
нечно тонких цилиндрических колец, т. е. как интеграл 

а 


2 \ ху ах, равновелик части цилиндра ЛМ5$ОМ, рассматри- 
о 

ваемой как сумма бесконечно тонких параллелепипедов 

шириной 4х, с основаниями, представляющими прямоуголь- 

нье сечения этого сбъема плоскостями, перпендикулярными 


оси Х. Так как высота такого прямоугольника, напри- 


х й . 
мер Г/ааК, находится из пропорции: == ла, Т. е. й —= 2х, 
а основание его. попрежнему у, то объем выражается тем 

а 
же интегралом ж\ ху ах. 
о 


16. Среди современников Кеплера, знатоков античной 
геометрии, как, например, Андерсон (шотландский г. ометр, 
живший в начале ХУЙ в. в Париже), этот метод вызывал 
возражения, как в корне расходящийся с примерами Архи- 
меда, и ссылка Кеплера на то, что он поступает по примеру 
Архимеда, рассматривзлась как „оскорбление священной 
тени великого старца“. 

Другие, как Гульден, признавая, что результаты Кеп- 
лера желательно бы доказать чисто геометрическими рас- 
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суждениями, тем не менее отдавали должное самому анали- 
тическому методу, как быстро ведущему к нахождению 
новых теорем. 

17. Обозначим на фиг. 13 попрежнему радиус вра- 
щающегося круга ЕО = Ю, радиус основания сегмента /с == /, 
ММ =26; тогда ‘высота сегмента МС/ бует й=Ю— В 
и 72 — Ю? — 12, Следовательно, для объема сферического 
сегме!.та по ф рмуле примечания 7 получим‘ 


ИЕН 2 и. 


Объем цилиндра с основанием МГ и высотой ММ 
будет: 2^и?ь. Следовательно, для объема сферического пояса, 
образуемого вращением сегмента [ОК около СЁ’, получим: 


4 тв Пик ф ИА ба = 
рае Аа -- АБ а =". 


Отсюда для объема поясл яблока получим: 


= -- пл. [ОК + кг, 


а так как объем цилиндровидной сердцевины яблока по 
теореуе ХХ (добавление) равен пл. МС/КЕ'М-2ти, то объем 
всего яблока будет: 


И пл . МОМ. щи. 


То же самое получится при непосредственном вычислении 
объема М5ДОМ при помощи интеграта. Уравнение круга 
23* 
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при начале в точке А будет: (х — г)? - уз = Аа, следова- 
тельно, этот объем есть: 

К--г. 

4 \ Умка = 
0. 

Юг 

=4к | УЮЬ-и—ифпа+ 
0 


К--? дл 
++ 4пи \ ИВ: — — узах = 5 и. МОМ.2и.. 
0 


18. Пусть на фьг. 13 даны ось лимона /К = 28 и диг- 
метр его наибольшего круга 2РО —=2й. Диаметр ЕР 
ГО’ 462. 
ОБ; 2ЕО = эр, 

ЕВ _ 26 _ 
2000.0 эп-/)_ 


найдется из соотношений: ЕО —= 


. 262 
2ЕР = 2й =. Затем из пропорции: 


ат по тогдашним таблицам, в которых синуты 
выражались целыми числами, так как радиус тригонометри- 
ческого круга принимался не за |1, а за 100000, Кеплер 
предлагает отыскать “/Д‚, а значит, и площадь сегмента /ОЖ. 
Затем по предыдущему примечаьию для объема ‘шаро- 
вого пояса, полученного гращением се мента /ОК около 


оси СЁ’, будем иметь: 5 в Для объема же часли цилин- 
дра УТОО получим: 
пл. /[ОК.ОУ==ил. [ОК+2жЕБ = пл. ШК-к(3ЕБ — ОБ) — 


р? 
— ПЛ. ОК-х (* —). 


Следовательно, ок.нчательно ‹бъем лимона’ будет: 


4 | 
С" РЗ — о . 
578 к (я ") ил. ОК. 
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19. Так как все дело сводится к определению объема 
лимона, образованного вращением (фиг. 14) сегмента СЮО 
около хорды С@, то по предыдущей теореме должны быть 
даны его ось С(), т. е. расстояние между плоскостями усе- 
кающух кругов, и диаметр его наибольшег> круга, т. е. 
стрелка дуги СО, равная разности (ГА — ВС) радиусов наи- 
большего круга в данном лимоне и усекающих кругов. Для 
нахождения самой дуги СО по тогдашним таблицам синусов 
опять предлагается пропорция: 


СО? --2 (1Юю— ВС) _ 200000 
2(1ю—ВС0) — эшуегч СЮ" 


20. Объем конического пояса, окружающего цилиндр 
на меньшем основании усеченного конуса, обозначенный 
в примечании 11 через ТГ, на фиг. 15 равновелик сумме объ- 
емов призмы КОРВСО и пирамиды АВСО, т. е., обозначая 
радиусы оснований через А и г, высоту ОК через й, получим: 


АР-— ОС _ 
ое 


=“ (==) = ТИ пи (Ю — 7”) 


Г = пл. КОР.ОС -+ пл. КОР. 


(К-+2”. 


Для объема же цилиндра — с — получаем „пространствен- 
ный треугольник“ СОХ, т. е. объем призмы СОХУКВ, 
который равен: 


пл. КОУХ. = кий, 


Отсюда получается прежнее отношение: 
Г: = (Ю —) (Ю--2):3в. 


21. Затруднения, о которых здесь говорит Кеплер, 
показывают, что лля него целью всех рассуждений, так же 
как и для древних геометров, является сравнение различ- 
ных частей одного и того же тела друг с другом или 
с частями других более простых тел, но связанных с рас- 
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сматриваемыми какими-нибуль чисто геометрическими соот- 

ношениями, а не чисто аналитическая задача — нахожде- 

ние величины данного объема в произвольных единицах. 
22. Объем сфероида на фиг. 19 будет: 


И, = 3 АЗ. С, 
а объем сфероида на фиг. 20: 


| 3 =АСз. АК, 
откуда 
У: И, =АР:ЮС. 


23. Неправильность этого предположения Кеплера 
доказал уже Гульден прямым вычислением. С помощью 
формул для объема лимона (предложение 18) и объема 
сегмента сферы (предложение 7) это легко проводить, на- 


пример, для сегмента /ОК, дуга которого ——/ДОК составляет 
четверть окружности. 


24. Именно, у параболы подкасательная делится вер- 
шиной пополам. 


25. Точка Р находится из пропорции: 
СА—2СУ _ СУ 


СУ СЕ’ 
откуда 
СА.СЕ= СУ? 2СУ.СЕ, 
ИЛИ 
СА.СЕ-- СЕ?—= (СУ + СР), 
ИЛИ 


СЕ. АЕ = РУз, 


Примем Рза центр гиперболы с осью УР==а, и пусть 
эта гипербола проходит через точку В (х, у) и имеет уравнение: 
жд у? 


в —" 
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Если ВС будет касательная, то 


— __ а?у? 
Ре =х т ах’ 
Так как 
АЕР=х, 
то 
91/2 
СЕ. АР ХЗ — 75 = == РУЪ 


т. е. оправдывается указанное соотнощение. 


26. Если принять за начало координат точку 2, пря- 
мую ОС за ось Х и рассмотреть эллипс 5 +7 = 1, про- 
ходящий через точку В, то, принимая во внимание, чго у’ 
в точке В отрицательно, получим: СО = ху, АВ = Хх, 
откуда опять 


21,2 
АБ.СБ === а = 105. 


Далее: 
АГ= Хх; [С = — У ах“), 
У х 
откуда 
АГ: 1С=^. 
а 
Но 
АВ Ц 
ВС УГУ: Ум Ейе 
АГ. АВ —_—___- 
ыы 41/2 ча 214, 
Следовательно, если 1 > вс › То У а4у? - 1х2 > а 
или а4у? + а? - а`?у’>> а?64, т.е. а>6. 


АГ. АВ 
Если С < ВС’ то а< 60. 
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27. В случае круга ДВ = БМ, а потому: 
рС _БМ _ ВС ИЛИ С —РмМ _ ВС 
РВ АБ ` АВ’ ОМ — 442 АВ’ 


мс _ ВС 
АМ АБ’ 


т. е. 


28. Именно, подкасательные обеих парабол должны 
разделиться вершиной пополам, т. е. должны равняться одна 
другой, потому что абсциссы точек касания одни и те же. 


29. Обозначим на фиг. 22 угол НМА через а, угол 
РМА через $, радиус круга через ’, площадь треугольника 
НСА через $, треугольника НОР через 5’. Тогда относи- 


тельные убывания этих площадей при убывании угла а 
на величину 4а будут: 


4$ _ гс0за 45' гсоЗа 
—— а = = 
$ — Рыпа К) гп а — зп $ 
им . 
Следовательно, при а, близком к 5, будем иметь по аб- 
солютной величине > < С другой стороны, для 
площади $’, близкой к Р, ем иметь: 
45’ с0$ ($ -- 4$) 


5” яп АР) — по а, 


а для площади $, столь же близкой к Д: 


45 __ с0$ с0$ А 
$ Эа 
Так как 
сз А _ ©0549) — _ зто 


зпАе  5ш (1 Аз) — пе 2с0$ (о ++ и) соз 2 5 > 


то это и показывает, что площади $ около А убывают 
быстрее, чем площади $’ около Р. 
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30. Отнош-ние объемов цилиндров с диагональными 
сечениями 4А/С и АНС будет: 
об. 41С _ М [С 
06. АНСо НМ НС* 
Так как — п 45°, 7 т (45° +”), а ИМ = 
— $11 90°; НМ = 1 (90° — +/М), то при весьма малой /Н 
будем иметь: 


Е Е М НМ. 
2 2 
.. ГС 

С другой стороны, НМ > 5 › и, следовательно, 

НС № 

7 2 Нм’ 
т. е. 

НМ.НС > ГСМ, 

а потому 


об АГС < об. АНС. 


31. В приведенной таблице знаки -- и — обозначают, 
что соответствующее значение диаметра основания немного 
больше или меньше приведенного целого числа. Объем 
3080 соответствует высоте, равной 111|5, при которой диа- 


метр основания получается У — Е — 16,56, откуда 


СА: СС == 1:1,42 < 1:У2. 

32. Так как ВК-Ка = ГК.КО, и АС < ЕК, ВС > ВК’ 
то ВС.Ка АД.КР, НлИ 2С-КА > КО, т.е. У2 КС > КО. 
Обьем прибавленных сверху и снизу кирпичиков равен: 
у) 2. кр = ОЕ?.КО, погому что КР есть диагональ их 


квадратного основания. У отнятых кирпичиков основания 
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1 
имеют ту же площадь — =. ОЕ? а высота их равн\ 


КО. У? ‚ следовательно объем четырех отнятых кирпичиков 
9 ) Д ) р р 


будет: РЕ?-КО 2; т. е. больше объема двух прибавлен 
ных в силу неравенства К@ У2> КР. 

33. Так как МО.ОЕ= СО.ОА, и ВС.ОЁ < ЦО:ОА, 
то ВОа:О0Е < (О.СА или у?2.0 < 00. 

Объем двух отнятых сверху и снизу кирпичиков ра- 


вен: 2 ‚ ГМ?.СО. Четыре прибавленные кирпичика с квад- 


ратными основаниями дают в сумме больше, чем прираще 

ние объема куба, которые, следовательно, меньше, чем 
2 

4 —.[ М2. ог 
г 

объема. 


34. Отношение объемов цилиндров АНС и АДС равно 


НС?. АН _ СМ.АН _ СМУ АМ 
(С. А@  СГ.Аб СГ. И АЕ ' 


АМ _2АМ 2АМ 2АМ —ГМ 


ри ——ы—535ы о ———ю— 


АЕ  2АЕ  2АМ-—ЕМ 2АГ 


—= ММ*. У2-0Е, т. е. меньше отнятого 


Но 
2АМ —ЕМ < 2АМ —2ЕМ _ СЁ 
2АЁ 2АЕ-ЕМ СМ’ 
потому что СЁ = 2 АД; 


АМ 2АМ—ЕМ _2АМ-ЕМ _ СЕ 
5АМ—ГМ <2АМ-ИМ-=` ЗА < СМ: 
АМ ( СЕ \? и“ АМ _ СЕ 
Следовательно, ТА < С >) , ИЛИ Г < Си? 
6. АНС 


откуда а < 40С< " 
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35. Для цилиндров АВС и АСС получаем: 
об. АВС _ ВС. АВ _ СК.УАК. 
об. АСС `` (С. АЧ” СЕ.У АГ’ 
СК СК—ГК 2 АЕ СЕ СЕ [К _СЕАЕК 


СГобЕ-тю-СЕТК СЕ ААК“8АГАК= ЗАК 
т. е. 

ск „АЕ „СК „СЕК 

< бЕГК \ СХ `ЭАК , 
откуда 


(Ск 2АЕ. СКУАК _ | 


СЕ 2АК’ СГ.ИАЕ ` 


36. В дальнейшем под заданным сопряжением пони- 
мается заданное отношение диаметра основания цилиндра 
к его высоте. 


са СТ 
37. По определению сопряжения — ИЛИ 


ЦА ТА’ 
СЦ ЧА Так как по словию С@ - Са + ЧА то и 
СТ ТА' у СТ СА ' 
СА СС+ ОА ССО+- СА СОС-ОА 
ТА < СА ° ба СТ-ТАЗ О бА о № 
СА<СТ- ТА. 


38. Описываемые в этой теореме соотношения выра- 
жаются следующими формулами: 


УВ = СТ; АУ— СТ= АВ; 
АС?= ТС. АУ-- ГА®; АС? — АТ: —= ТС: АУ == ВУ.АИ; (1) 
АС? -—-- АО? —= (С; АС > АТ. 
СС? < ВУ-АУ. 
Следовательно. существует такой отрезок УД < УА, что 
СС» = УВ. УР = АС*— АС, (2) 
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Вычитая из (1) равенство (2), получаем: 
АС? — АТ? = УВ.(УА — АБ) = УВ.РА. (3) 
Затем 
СС? — СТ? = УВ. УР — УВ? = УВ.ВО. (4) 
Аа? _ АТ? __ АД, 
Так как из пропорции асз= с — ГС следует производ а ; 


2_ АГ? А 
а = — АЕ, то, деля (3) на (4), получим: 


УВ.РА __ АЕ РА _ АЁ _ АД 


—- 
—— 


УВВ С’ ВБ ГС" ас, 
Вр _ (С? 
РА- АС? 

АВ _ ОС? -- АС? 
вр С 
СС: + Аб? 

АВ = —< с, ‘38. 


СС? СС? 
Но ВБ = УР — УВ — туб УВ = тЕ- 


СС? —= УВ.УР и УВ=СТ. 
Следовательно, 


39. Из пропорции следует: 


откуда 


СТ, потому что 


а С? ` (С? - АС? 
(С? | 
40. Пусть 
СС _ т. 
п 


СА 
Отсюда 


УА =а; СТ=ь АВ=а-Ь. 


ОС? @4? _т--пт __ АВ 


СС? т _ ВО 


по предыдущему примечанию. Следовательно, 
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Так как 

СС? = УВ. УР = УВ. (УВ -- ВО) = УВ? -- УВ.ВО, 
то 
(а— 5) тб 


Че = + тт 


41. Без рассмотрения промежуточных цилинлров иско- 


мая пропорция доказывается прямо из равенств: 


сб, АТСИ—" С 


(ст. ду+ 55), 


к. СО? 
4 


об. САХ = . АВ= < УВ.ВО. АС, 


огкуда В 
А 2 
об. АСУ СГА’ Тр 
06. САХ — рр" “АД 


42. Дело сводится к следующим преобразованиям. Если 
диаметры оснований обозначим через Д иа, то имеем: 


2ра - (В — а)? = 1,24 а, 
зра - (р — а)? = 22-4 @-- (/ра}, 
ра- (В — ги ое У ра) , 


Но объем усеченного конуса — Т — относится к объ- 
ему С цилиндра той же высоты, построенного на большем 


ссновании, как (2 + = 02. 
Следовательно, 
2 2 77} 
пс = РУ Ра 
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43. Обозначим объем усеченного конуса СТАУ через Г, 
объем цилиндра СЕА$ через С, а цилиндра СТЮ$ через с. 
Тогда получим: 


С _С№. Се _ СЕ?— СТ, 


с СТ’ с _ СГ: ; 
АВ? 
СЕ? — СТ? =2СТГ.ТЕ -+- ТЕ? = СТГ.АВ+ 1. 
Следовательно, 
АБ? 
се СТАВ й 
се _ СТ? . 
Затем 
СТ.АУ-- 
е— СТ: 
откуда 
СТ-АВ + АВ 
Г 3 
— , (2) 
[4 СТ? 


потому что 
СТ. АУ — СТ?= СТ.(АУ — СТ)=СТ-АВ. 


Вычитая из (2) равенство (1), получим: 


и, следовательно, 


что и утверждается. 


44. Так как АС = СТ- АГи АУ=< АС + СУ=СТГ- 


сл. АУ АТ 
+- АРАРСУ=о<СТ-2АГ, то 17 =1-+2 ал, т. е. 
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АТ 
чем больше отношение т › тем в больших границах 


у, 
меняется отношение диаметров СТ‘ 

СВ АН 
| СИ АВ ПР 
неподвижной точке Н и при перемещении точки В от а 


я: До р —Щ величи- 


45. Рассмотрим изменение отношений 


до А. Первое возрастает от значения 


АН | 
ны конечной, а второе тоже возрастает от значения < ^° 


бесконечности. Но так как спилинлр ССА наибольший, то 


АН 
С0?. АС СН’.АН, или АИ. Следовательно, сна- 


СВ? АН 

СЕ? больше отношения ДВ’ а потом 
меньше. Значит, найдется такое положение точки В, при 
котором эти отношения равны, т. е. СВ. АВ =СН?*.АН, 


что и дает равновеликость цилиндров СНА и СВА. 


чала отношение 


46. Обозначим на фиг. 24 для краткости: АУ=е; 
СТ=с АГ=а; ТЮ =й; СС =а; АЦ = В, тогда 


сЕ=° 6, АВ =е-— с: АВ=° ©, 
2 2 
поэтому будем иметь: 


е—с\2 
об. АУСТ + (7 р 
об. АХС@ — 22 ° 


ы 
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Кеплер, во-первых, доказывает, что 
е+с\? |] ге. с\2 
(Уз (5) 
2 3 2 
Е ЧС } | 
2 
Для этого рассматриваем разности: 


48 — 2 — (5); 


тг) 1 е—с | — ее) = (2 
[(55 +3 (=) (°5 =з (75°). 
В них 

т) а < (7) +3(°=) | 
э 8 — —_ э Ш—_ АИ 
№<ф— 925 (55 @ <> т“ +3 2) | 
Потому к этим разностям можно применить следующую 
лемму: Если положительные числа х, у, х', у’, 2 удовлетво- 


ряют условиям: х — у=2; м — у =32; 2х' =; 2у'<у, 


<> 
й 


\6 № 
то => (>) . Действительно: 
у 


У 
1 1 

(2) =(1-#) <=, 
т. с 

(2 в 
Эта лемма в нашем случае кат: 

42 (+ 

2 ыы 
откуда (55 
И РУНЫ 
К | 


что и требовалось доказать. 
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р 
47. Во-вторых, надо доказать, что —=_ <= 


Для этого Кеплер вводит величину АН по условию: 


(ее + (27) =е(е+ АН), так что с. АН == 


—с\?3 
— (= г . Но если обозначим ВО = у, так что АБ= 5 


согласно тому, Что а3— 262, то по теореме УП имеем: 


а*—с(е у). 


Следовательно, 
(55=)* 
2 _е-+ АН 
а Су’ 
р. 
_@а су. 
Так как в=а =, то остается только доказать, 
с АН с ; 
что и < ны . Это неравенство справедливо 


при АН=0 на основании леммы: Если т>р>а 


и т—р=Е 1 ‚ то г < И 2. Действительно, поло- 


жив т =р--2; р==4- 22, получим: 


4 22. УД 2 2 _Р 
р р р’ Рр< 


тот’ 
р<! 9. 
Т.к как е—(е+у=Ар=5; (СНУ -с=у, то по 
приведенной лемме и имеем: 


—5<у = у 


ИЛИ 
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48. Пед круговым законом Кеплер подразумевает та- 
кое изменение величины, при котором она проходит через 
наибольщее или наименьшее значение, т. е., по-современ- 
ному, рассматривается обращение в нуль производной. Эти 
первые начатки диференциального исчисления вскоре после 
работ Кеплера были развиты исследованиями Ферма. 


49. Кеплер понимал, что эта задача алгебраически при- 
водит к уравнению выше второй степени. Но так как с 
тогдашней алгеброй К’гмер. был знаком мало и пользо- 
ваться ею не любил, то относительно настоящей: и следую- 
щей задач он ограничивается мало понятными замечаниями 
о составлении соответствующих уравнений. Гебер, на ко- 
торого здесь ссылается Кеплер, вероятно, арабский мате- 
матик Х] столетия Джабер-ибн-Афли. Коссой и косситами на- 
зывались в то время алгебра и занимающиеся ею матема- 
тики. Это название является искажением итальянского а[е 
Че]а соза, введенного в свою очередь благодаря букваль- 
ному переводу образных арабских названий для различных 
членов уравнений. 


50. Заключительные стихи представляют перефрази- 
ровку стихов Катулла из его знаменитой оды к Лесбии. 
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